ALGEBRA III. Examen de diciembre 4-12-00
APELLIDOS: | NOMBRE:

Ejercicio 1:(5 puntos) Demostrar las siguientes afirmaciones. Si coinciden con
proposiciones demostradas en teoria o son equivalentes a algunas de éstas, habra
de repetirse la demostraciéon dada en clase o sustituirse por otra similar que se base
en los mismos preliminares. Los resultados que se usen en las demostraciones no
habra que demostrarlos, pero si dejar sus enunciados bien claros.
1. Sea A un anillo, S C A un conjunto multiplicativamente cerrado y M un
A-médulo. Existe un isomorfismo de A-moddulos

STIM =S 1'A®, M.

2. Si A es un anillo noetheriano, entonces A[X] es noetheriano.

3. Sea k un cuerpo infinito y H C k™ una hipersuperficie, es decir H = V(f) con
f€k[Xy,...,Xn]—{0}. Sik es algebraicamente cerrado entonces dim(H)
n—1, pero si k no es algebraicamente cerrado sélo podemos asegurar dim(H)
n— 1.

4. Si V es una variedad afin monomial y V = U;=1 V; es su descomposicién
en componentes irreducibles, entonces las variedades V; son subespacios de
coordenadas.

5. Si A es un anillo noetheriano y M es un A-mddulo finitamente generado,
entonces Ass(M) es un conjunto finito.

IA I

Ejercicio 2: (2’5 puntos)

1. Sea k C K una extensién de cuerpos. Supongamos que «q,...,qa, € K son
algebraicos sobre k. Probar que k[aq, ..., a,] es un cuerpo.

2. Sea I C k[X1,...,X,] un ideal, I # (1). Sea k el cierre algebraico de la
extensién y (ci,...,¢,) € Vi(I), es decir (c1,...,c,) € 'y fler,..oyen) =0
para todo f € I.

Consideramos los siguientes polinomios:

f1(X1) C k[X1] el polinomio minimo de ¢; sobre k,
filXy,...,X;) € k[Xy,...,X;] tal que fi(c1,...,¢i—1,X;) es el polinomio

minimo de ¢; sobre kfc1,...,¢;i—1], 2 <i < n.
Probar que el ideal J = (fi,..., fn) C k[X1,...,X,] es un ideal maximal
yque I CJ.

Ejercicio 3: (2’5 puntos) La imagen de la aplicacién que definimos a continuacién
recibe el nombre de inmersion d-upla. Supondremos que k es un cuerpo infinito.

Sean n,d > 0 dos enteros positivos, y sean My, ..., My todos los monomios de
grado d en las n + 1 variables Xj,..., X,,, donde N = ( K ; d ) — 1. Definimos
la aplicacién 9 : P* — PN por ¢((ag : -+ : an)) = (Mo(a) : - : My(a)).

1. Probar que v estd bien definida y es inyectiva.

2. Probar que la imagen de 1 es una variedad irreducible en P [Ayuda: Sea
o k[Yo,...,Yn] — k[Xo,...,X,] el homomorfismo de k-dlgebras definido
por ¢(Y;) = M;. Probar que su ntcleo es homogéneo y primo. Concluir que
Im(y) = vy (Kerg)]

3. Describir razonadamente un algoritmo cuya entrada sean los enteros n y d,
y cuya salida sean unas ecuaciones de Im(v)).

4. Paran = 1y d = 3, comprobar que Im(1) es una curva monomial proyec-
tiva, es decir, la clausura proyectiva de una curva monomial afin. Dar las
paramétricas de esta tltima.



