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Tema 2.- Anillos locales regulares. Puntos lisos de variedades. Cri-
terio jacobiano de regularidad.

2.1.- Anillos locales regulares.

Sea (A, m) un anillo local noetheriano de ideal maximal m. Recordemos que dim(A) < dim 4/, m/ m?2. En efecto,
si las clases —-médulo m?— de {z1,... ,24} C m forman una base de m/m?, entonces, por el lema de Nakayama,
la familia {x1,...,x4} genera a m y entonces d > dim(A).

Definicién. Sea (A, m) un anillo local noetheriano. Se dice que A es regular si dim(A) = dimy(m/m?).

Nota. Sea A un dominio que no sea un cuerpo. A es un anillo de valoracién discreta si y sélo si A es regular
y de dimensiéon 1 . En efecto, si A es de valoracion discreta entonces, por los resultados del tema 1, A tiene
dimensién 1. Reciprocamente, si A es regular y de dimensién 1, entonces dimy(m/m?) = 1 (aqui k = A/m).
Sea t +m? una base de ese espacio vectorial. Por el lema de Nakayama t genera a m y por tanto A es un anillo
de valoracion discreta.

Teorema (de caracterizacién de los anillos locales regulares). Sea (4, m) un anillo local, noetheriano,

de dimensién d. Sea k = A/m. Son equivalentes:

1. grm(A) es isomorfo, como anillo graduado, a un anillo de polinomios k[y1, ... , yd].
2. A es regular.

3. m puede ser generado por d elementos.

Nota. Observaciones a la demostracion del teorema.

(A) Sea B = @®;>0B; una k-dlgebra graduada y finitamente generada. Supongamos que By = k y que los
elementos de B; generan B como k-dlgebra. Entonces cada B; es un k-espacio vectorial de dimensién finita.
Entonces la funcién

FHSY (v) = dimg B, Vv € N,
se denomina funcién (1) de Hilbert—-Samuel de B y coincide, para v >> 0 con un polinomio en Q[X], que

denominamos polinomio (1) de Hilbert-Samuel de B, notado PH Sg). La funcién (0) de Hilbert—Samuel de B
(que es la que se conoce comtinmente por funcién de Hilbert—Samuel) es la definida por

FHSY (v) = dimB;, Vv € N,
i=0
que asi mismo coincide con un polinomio PH 51(30), para valores suficientemente grandes de v. El grado de este
polinomio se denota d(B) y verifica que d(B) = grado (PHSS)) +1.

(B) En las condiciones anteriores, si N es un B-mdédulo graduado, finitamente generado, entonces, para
cada elemento homogéneo de grado positivo f € B, no divisor de cero en N, se tiene d(N/(f)N) =d(N) — 1.



(C) Por tltimo consideremos (A, m) un anillo local y G = gry,(A) el anillo graduado asociado. La funcién
de Hilbert—Samuel de A se define por

A
FHS =1 — .
01 o ()

Sin embargo, la propiedad aditiva de la longitud permite probar que

v—1 ;
Z . m/
7=0

que toma los mismos valores, para v >> 0, que un polinomio de Q[X], denominado polinomio de Hilbert—Samuel
de A, cuyo grado, por el Teorema de la dimensién, es dim(A). Observemos que

FHS,(v) = FHSY (v — 1),

pero PHS,(v) y PHSA(v + 1) tienen el mismo grado y el mismo coeficiente lider.

2.2.- Puntos lisos de variedades.

Supondremos, cuando sea necesario, que el cuerpo k es algebraicamente cerrado.

Definicién. Sea f1,..., f;;, una familia de polinomios de k[z1,...,2,]. Sea P € k™. Se llama matriz
jacobiana de f1,..., f;, en el punto P a la matriz
ofi
JP(flv"'vfm):<8 (P)> .
Lj 1<i<m,1<j<n

Definicién. Sea Z C k™ una variedad afin (irreducible) de dimensién d y sea I = I(Z) el ideal de Z.
Sea P € k™ un punto de Z. Se dice que Z es no singular en P (o que P € Z es no singular) si la matriz
Jp(f1,..., fm) tiene rango n — d, para alguna familia {f1,..., fi,} de generadores de I.

Nota. La definicién anterior no depende del sistema de generadores del ideal I = I(Z) y coincide con el
concepto de punto no singular en los casos conocidos (curvas en el plano).

Definicién. Dado un conjunto algebraico afin Z y un punto P € Z, se define el anillo local de Z en P,
notado Op(Z), como Op(Z) = A(Z)m,, donde mp es el ideal maximal correspondiente a P en A(Z).

Teorema (de caracterizacién algebraica de puntos no singulares). (O. Zariski, 1947). Sea Z una
variedad afin (irreducible) y sea P un punto de Z. P es no singular si y sélo si Op(Z) es regular.

Nota. De la demostracién podemos deducir que para puntos no singulares d = dim(Z) = dim(Op(2)) <
dimy (n/n?), donde n es el ideal maximal del anillo local del punto. De aquf se tiene que rango(Jp (f)) <n—d,
para todo punto P de Z.

Proposicion. Sea Z una variedad afin irreducible. El conjunto de puntos singulares de Z, que notaremos
Sing(Z), es un cerrado propio de Zariski.

2.3.- Puntos lisos de variedades proyectivas

Denotemos por S el anillo k[zg, z1, ... ,x,] y para cada d entero, Sy el espacio vectorial de los polinomios de S
homogéneos de grado d. S = @, n Sq es un anillo graduado. Se denota St el conjunto Ugen Sa-

Recordemos que P, (k) = |J!", U;, donde U; es el abierto (para la topologfa de Zariski de P, (k)) comple-
mentario de V*(X;). Denotemos ¢; : k” — Uj; la aplicacién biyectiva definida por

b1, by)=(by oo ibimy s L iby o by).



Sea Z un conjunto algebraico proyectivo (c.a.p.). Se denota I"(Z) el ideal generado por los polinomios
homogéneos que se anulan en los puntos de Z y por S"(Z) el anillo de coordenadas (proyectivas) de Z, i.e.:
SM(Z) = k[X¢, ..., Xn]/I"(Z). S"(Z) es un anillo graduado. La componente homogénea de grado d de S(Z)
es

Sq+ Ih(Z) Sy
ShZ) = ~ - .

1(2) I"(Z) Sy NI (Z)

Asi, un elemento F + I"(Z) es homogéneo (de grado d) si es de la forma F’ + I"(Z) con F’ un polinomio

de Sd.

Si Z es irreducible, I"(Z) es primo y el anillo S*(Z) es un dominio. Se denota K"(Z) el cuerpo de cocientes
de S"(Z). Consideremos el conjunto

K(Z)= {g € K"(Z) | F,G homogéneos, grado(F) = grado(é)} .

Lema. Si Z es un conjunto algebraico proyectivo irreducible, entonces K (Z) es un subcuerpo de K" (7).

Definicién. Sea Z un c.a.p. irreducible. El cuerpo K(Z) es llamado el cuerpo de funciones racionales sobre
Z. Sea P € Z. Se llama anillo local de Z en P al anillo

Op(2) = {é € K(2)|€(P) # o}.

é‘/
Proposicién. El conjunto Op(Z) es efectivamente un anillo local. Su ideal maximal es

mp(Z) = {§ € Op(2)|€(P) = o}.

Observacién. Recordemos que disponemos de la aplicacién “homogeneizacién”
¢ k[Yq,... Y] = S =k[Xo, X1,...,X,]
y del morfismo “deshomogeneizacién”
dh : k[Xo, X1,...,X,] = k[Y7,...,Y,]
que es el morfismo de k-algebras definido por dh(X;) =Y;, sii=1,... ,ny dh(Xo) = 1.

Si I es un ideal de k[Y7, ... ,Y,], se denota I" el ideal de S generado por los homogeneizados de los elementos
de I.

Sea W un subconjunto de Py (k). Se denota W la clausura de W para la topologfa de Zariski. Si Z es un
subconjunto de k™, notaremos Z en lugar de ¢o(Z).

Lema. Si Z es un conjunto algebraico afin (en k™) entonces Z = V*(I(Z)").

Proposicién. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Sea Z un conjunto algebraico afin irreducible (en

k™). Entonces existe un isomorfismo canénico entre K(Z) y K(Z). Sea P € Z, entonces existe un isomorfismo
canénico entre Op(Z) y Op(Z). En particular, Op(Z) es un anillo (local) noetheriano.

Sea ahora W un c.a.p. en P,, = P, (k). Podemos recubrir W por los conjuntos WNU; (i =0,... ,n). Como
¢; es un homeomorfismo, W N U; es (mediante ¢; 1) un cerrado en k.

Ejercicio. Si W es un c.a.p. y ninguna componente irreducible de W esté contenida en H; = V*(X;),
entonces WNU, =W.

Nota. Sea P un punto de un c.a.p. irreducible Z. Existe i tal que P € ZNU; = Z' (Z no puede estar
contenido en NH;). Entonces Z/ = Z y el anillo Op(Z) es un anillo local noetheriano.

Definicién. Diremos que, en la situacién anterior, P es un punto singular de Z si Op(Z) no es un anillo
local noetheriano regular. Un punto liso serd un punto no singular.



2.4.- Espacios multiproyectivos.

Sea G un semigrupo (notado aditivamente) conmutativo con elemento neutro (que notaremos e). Sea S un
anillo G-graduado. Es decir, S es un anillo (conmutativo y con elemento unidad) y existe una familia S, de
subgrupos aditivos de S tal que:

1. S - @QEGSQ'

2. 5481 C Sy4n para g,h € G

3. 1€8..

Ejemplos. Son conocidos los siguientes anillos graduados:
(1). G =N, S = k[Xp,...,X,] y para cada d € N, Sy es el k-espacio vectorial de los polinomios
homogéneos de grado d (se recuerda que 0 es, por definicién, homogéneo de cualquier grado).

(2). G=N? S =k[Xo,...,X,,Y0,...,Yn] y para cada g = (g1, 92) € N2, S, es el k-espacio vectorial

Sg= P k-xv°

lal=g1,|8]=92

(3). Sear € Nyn; (parai=1,...,r) un entero positivo. Se considera, para cada ¢ = 1,... ,r, un conjunto
de variables {X;,...,Xin,}. Se denota por S = ¥(n) al anillo de polinomios

k[X1,07 e ’X17n1aX2707 ce 7X2,n27 e )XT,O’ e 7XT,1'L¢]'

Sea g = (g1,...,9r) € N7, se denota S el k-espacio vectorial

S=B D &)
1=1 @teN"™it! |af|=g;
Donde X ;) representa el vector (X; o, ..., Xj,,;). La familia anterior define una N"-graduacién en S.

(4). Sea R =Xk[Y1,...,Y,,] y sea S el anillo
R[Xl,Oy .. aXl,nlaXZ,Oa s 7X2,7L27 s 7X7",07 e aXT,nT]-

(con la notacién de variables X; ; del ejemplo anterior). Para cada g € N", se denota

S=@ D R &)

i=1 qieN™+1 |ai|=g;

Sy es un R-médulo finitamente generado. La familia {S;} define una graduacién en S.

Los elementos de UgeaSy son (por definicién) los elementos homogéneos (o elementos G-homogéneos) de S.
Los elementos de Sy se dirdn homogéneos de G-grado g (o simplemente de grado g, si no hay confusién posible).
Todo elemento (no nulo) F' de S se escribe (de forma tnica) como suma finita de elementos homogéneos no
nulos. Cada uno de éstos se llama “una componente homogénea de F”.

En los ejemplos 3 y 4 los elementos de S, se dirdn también multihomogéneos de multigrado g = (g1,... , gr).

Definicién. Sea S un anillo G-graduado. Un ideal J de S se dice homogéneo (o G-homogéneo) si estd
generado por elementos homogéneos de S. Si S = X(n) es el anillo del ejemplo 3 o el anillo del ejemplo 4, un
ideal N"-homogéneo de S se dird también multihomogéneo.

Proposicién. Sea J un ideal de S. Son equivalentes:

1. J es homogéneo.



2. Para todo F € S, F estd en J si y sélo si cada componente homogénea de F' estd en J.

Proposicion. Con las notaciones anteriores, si J es un ideal homogéneo de S entonces el anillo cociente
S/J admite una graduacién natural (llamada la graduacién cociente).

Un elemento F' homogéneo de X(n) define una aplicacién (que también notaremos F')
F:Pn)=P,, x---xP, —{0,1}CN

de la forma siguiente: Si P = (Py,...,P,) € P(n), pongamos P; = (ajo : --- : a;); definimos F(P) = 0 si
F(a10y-++ y01n,,020;« -« sQ2nps -+ 300y -+ 5 Grn,.) = 0y F(P) = 1 en otro caso. Nétese que la definicién es
consistente debido a la (multi)homogeneidad de F'.

Definicién. Sea n = (ny,...,n,) € N" y sea P(n) =P,, x --- x P, . Sea J un ideal (multi)homogéneo
de X(n). Se llama conjunto algebraico multiproyectivo de P(n) a cualquier subconjunto de P(n) de la forma

V(T)={P € P(n)| F(P)=0,YF € T}
donde T es un subconjunto de polinomios homogéneos de X (n).

Proposicién. La familia de conjuntos algebraicos multiproyectivos de P(n) es la familia de cerrados de una
topologia en P(n), que llamaremos la topologia de Zariski de P(n).

Ejercicio. Probar que la topologia de Zariski en P; x P es mds fina que la topologia producto (de las de
Zariski) en Py x Py, salvo que el cuerpo base sea finito.

Definicién Sea W un subconjunto de P(n). Se define el ideal de W como el ideal de ¥(n) (notado I(WW))
definido por

I(W):< Fe |J Sy |F(P)=0,YP e W >

geENT
Proposicién. Para cada subconjunto W de P(n), el ideal (W) es multi-homogéneo en X(n). Ademds, si
W es un cerrado, W es irreducible si y sélo si (W) es un ideal primo.
Un cerrado irreducible de P(n) se dird una variedad algebraica multiproyectiva.

Si Z es un conjunto algebraico multiproyectivo (c.a.mp.) el anillo cociente

Y(n)

3(Z) := Tg)

(que es multigraduado) serd llamado el anillo de coordenadas de Z en P(n). Por el resultado anterior, ¥(Z)
es un dominio de integridad si y sélo si Z es irreducible. Si Z es irreducible, notaremos Q(Z) el cuerpo de
fracciones® de X(Z).

Sea Z un c.a.mp. irreducible de P(n). Notemos

F -
K(Z)= {@ € Q(Z)| F, G son homogéneos y del mismo grado } .

Si P es un punto de un c.a.mp. irreducible Z en P(n), llamaremos anillo local de Z en P, notado
(Op(Z)m,mp(2)) a

0p(Z) = {§ e K(2)|€(P) 4 o}, mp(Z) = {f € Op(2)]&(P) = o},

que es, efectivamente, un anillo local.

ay que tener aqui un poco de cuidado con la notacién. Comparar con 2.3.
1Hay que t qui p d idad L tacién. Comp. 2.3



2.5.- Espacios mixtos.

La teoria desarrolada mds arriba sobre la topologia de Zariski sobre el espacio multiproyectivo P(n) puede
extenderse al caso méds general de los espacios mixtos. Un espacio mixto es un conjunto de la forma P(n) x A™
donde A™ = A™(k) = k™ es el espacio affn m-dimensional. Aqui m es mayor o igual que 0. Por convenio A°
representa el espacio afin con un tnico punto.

Podemos definir una topologia en P(n) x A™ de manera andloga a como hemos hecho en P(n). Consideremos
el anillo S = ¥(m,n) del ejemplo 4.

Definicién.- Sea n = (n1,...,n,) € N” y sea m > 0. Sea J un ideal (multi)homogéneo de X(m,n). Se
llama conjunto algebraico mixto de P(n) x A™ a cualquier subconjunto de P(n) x A™ de la forma

V(T)={P = (P,P,) € P(n) x A" |F(P,P) =0,VF € T}

donde T es un subconjunto de polinomios (multi)-homogéneos de X (m,n).

Proposicién. La familia de conjuntos algebraicos mixtos de P(n) x A™ es la familia de cerrados de una
topologia en P(n) x A™, que llamaremos la topologia de Zariski de P(n) x A™.

Ejercicio. Probar que la topologfa de Zariski en P; x A! es més fina que la topologia producto (de las de
Zariski) en Py x Al salvo que el cuerpo base sea finito.

Definicién. Sea W un subconjunto de P(n) x A™. Se define el ideal de W como el ideal de ¥(m,n) (notado
I(W)) generado por

Fe |J S(mn)y|F(P)=0,YP e W
geN™

Proposicién. Para cada subconjunto W de P(n) x A™, el ideal I(W) es multi-homogéneo en 3(m,n).
Ademds, si W es un cerrado, W es irreducible si y sélo si I(W) es un ideal primo.

Un cerrado irreducible de P(n) x A™ se dird una variedad algebraica mixta.

Si Z es un conjunto algebraico mixto (c.a.m.) el anillo cociente X(Z) := X(m,n)/I(Z) (que es multigra-
duado) serd llamado el anillo de coordenadas de Z en P(n) x A™. X(Z) es un dominio de integridad si y sélo
si Z es irreducible. Si Z es irreducible, notaremos Q(Z) el cuerpo de fracciones? de 3(Z2).

Sea Z un c.a.m. irreducible de P(n) x A™. Notemos

F - —
K(Z)= {5 € Q(Z)| F, G son homogéneos y del mismo grado } .

Si P es un punto de un c.a.m. irreducible Z en P(n) x A™, se dird el anillo local de Z en P, notado
(Op(Z),mp(Z)) al anillo local

$ e 0p(2)|e(P) = 0}) .

<{f € K(Z)|€(P) # 0}, mp(Z) = {5/

El

2Cuidado con la notacién nuevamente.



