Tema 4.- Transformaciones cuadraticas. Resolucion de singularidades
de curvas.

En P, se consideran los puntos Py = (1:0:0),P, =(0:1:0),P, =(0:0:1) y las rectas L;; = P, + P; para
(Z,]) = (0, 1), (0,2), (1,2) Notemos Z = {Po,Pl,PQ} y T = UijLij~

Definicién.- La aplicacién v : Po \ Z — Py definida por v(xg : x1 : x2) = (122 : Toxe : xox1) se llama la
transformacién cuadratica de Py (relativa a { Py, P1, Py}).

Sea U = P3 \ T. La imagen de v es U U Z. Ademas, la restricciéon de v a U es biyectiva e involutiva. Ya

que, sobre U, se tiene
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Sea F € k[xg, z1,22] un polinomio homogéneo de grado d. Se denota por F¥ = F7(xg, z1,22) al polinomio
FY = F(x122, xo%2,xox1). El polinomio F7 es homogéneo de grado 2d. A la curva definida por F7 se le llama
la transformada total de la curva definida por F (respecto de 7). V(F?) es la clausura de Zariski de v~ (V(F)).

Lema.- Si multp,(F) = r; entonces x;’ es la maxima potencia de x; que divide a F7, para i = 0,1, 2.

Se denota por F’ el polinomio
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A la curva definida por F” se le llama la transformada estricta de la curva definida por F' (respecto de 7).

Lema.- Se tiene:
a) El grado de F' es 2d — g — 11 — 72.
b) multp, (F') = d — r1 — r2 (y andlogamente para P, y Ps).
¢) (F') = F y si F es irreducible también lo es F”.

En adelante nos restringiremos al caso F irreducible (aunque muchos de los resultados que enunciaremos
son vélidos para F reducida).

Si ninguna de las rectas excepcionales (i.e. ninguna de las L;;) es tangente a F' en ninguno de los puntos
fundamentales (i.e. los puntos P;) diremos que C' estd en buena posicién (respecto de {Py, P, P2}). Por
ejemplo ninguna de las cénicas del haz F\ = 3 + A\r1z2 estd en buena posicién. Observamos que F V=
(r122)% + M\voz2m0m1 = T122(T172 + A23). Asi, (F))’ tampoco estd en buena posicién. Sin embargo se tiene:

Lema.- Si F estd en buena posicién también lo esta F”.

Sea C = V(F),C" = V(F'). Sea L larecta zo =0y Q = P, = (0: 0 : 1). Supongamos que (C' N L)\
{PO7P1}:{Q17"' 7Q8}'

Lema.- Si, con las notaciones anteriores, C estd en buena posicién entonces:
a) multg, (C") <ig,(C’,L).
b) Y7, i0.(C', L) = ro. En particular, si ro = 0 (es decir, si P, ¢ C), entonces C' N L C {Py, P1}.

Mediante 7 los puntos singulares de C/ N U corresponden a puntos singulares de C' N U, con la misma
multiplicidad. Ademds, puntos multiples ordinarios se transforman en puntos multiples ordinarios.

Observacién.- Sea C' una curva irreducible, sea P € CNU y sea @ = y(P). Se tiene que:
a) Los anillos locales Op(C) y Og(C”) son isomorfos.
b) multp(C) = multg(C’).



¢) P es un punto multiple ordinario de C si y sélo si @ lo es de C’. Para esta dltima parte, se utiliza (ejercicio)
que, si 7 = multp(C), entonces P es un punto miltiple ordinario de C si y sélo si existen g1, ... , g, elementos
en mp(C) tales que:

1) i # A\gj, para i # j (clases médulo mp(C)?).

2) dim(Op(C)/(g;)) > r, para todo i.

Definicién.- Diremos que C (de grado d) estd en excelente posicién respecto de (Ps, Pi, Pp) si:
a) C estd en buena posicién (respecto de {Py, P1, P2}).
b) C corta a Ly en d puntos distintos y no fundamentales.
¢) Aparte de en Py, C corta a Lo (resp. L1) en d — ry puntos distintos no fundamentales (donde 75 sigue siendo
multp2 (C)

Lema.- Sea C irreducible, en excelente posicién respecto de (Pe, Py, Py). Entonces los puntos Py, Py, P» son
puntos multiples ordinarios de C’ de multiplicidades respectivas d — ra,d — 2, d.

Lema.- Se tiene C'N Ly C {P, P2} y C'N Ly C {Py, P2}.
Sea C' una curva plana proyectiva irreducible de grado d. Notemos, para cada P € Pa(k), rp = multp(C).

Proposicion.- El nimero entero

(d-1)(d-2) rp(rp —1)
f_g%

es no negativo. Se denota por g*(C).

Lema.- Si C estd en excelente posicién respecto de (P2, P, Py) entonces

9°(C") =g7(C) = Z 71%(1%2* 2

i=1
donde t; = multg, (C”") y los @Q; son los puntos no fundamentales de C’ N Ly.

Sea ¢ : Py — Py una homografia. Sea C' = [F] una curva de P5. Notaremos C? (y llamaremos transformada
de C' mediante ¢) a la curva definida por

F? = F?(x0,21,%2) = F(¢(z0,71,72)).

Esta denominacién es muy ambigua (e incluso contradictoria) pues C? = ¢~1(V(F)). La mantendremos, a
pesar de todo, pues es la denomicacién clésica.

Proposicién.- Sea k de caracteristica nula.! Sea C = [F] irreducible y sea P un punto de C. Existe una
homograffa ¢ de Py tal que ¢((0:0: 1)) = Py tal que F? estd en excelente posicién respecto de (P, Py, Pp).

Cada aplicacién ¢ o v (con ¢ homografia) se denomina transformacién cuadratica general (o simplemente
transformacién cuadratica, si no hay riesgo de confusion).

Sea P un punto de C' = [F]. Si F'¢ estd en excelente posicién y si ¢(0: 0 : 1) = P diremos que ¢ o 7 est4
centrada en P.

Teorema.- Sea C' una curva plana proyectiva irreducible. Mediante una familia finita de transformaciones
cuadraticas (aplicadas a C') se puede obtener una curva plana cuyos tnicos puntos singulares sean puntos
multiples ordinarios.

1Esta condicién es necesaria (ejercicio).



