Nota.- Las notas de este tema son un resumen de los resultados probados en clase (de teoria o de prdcticas).
Francisco J. Castro Jiménez, José M. Tornero Sanchez han participado en la confeccion de las mismas. Para su
realizacion hemos consultado la bibliografia citada al final del programa de la asignatura. En particular hemos
sequido muy de cerca el libro de W. Fulton ”Algebraic Curves”, Benjamin, 1969.

Tema 6.- Teorema de Riemann.
Sea C una curva plana proyectiva (de ecuacién F = 0) y sea f : X — C el modelo no singular de C.
Teorema 6.1.1 (de Riemann) Eziste g € N tal que, para todo divisor D en X, se tiene d(D) > grado(D)+1—g.

Dada la curva plana proyectiva C' (y su modelo no singular X) al menor entero g verificando el teorema de
Riemann se le llama el género de C' (o0 de X o de K(X) = K(C)).

Corolario 6.1.2 1) Sea D un divisor tal que d(D) = grado(D) +1—g. Si E es un divisor tal que E = D
entonces d(E) = grado(E) +1 —g.

2) Sea £ € K(X) \ k. Entonces se tiene g = grado(rdiv(§)) + 1 — d(rdiv(§)o) para r > 0.

3) Existe un entero n(C) tal que, para todo divisor E de grado mayor o igual que n(C), se tiene d(E) =
grado(E) 4+ 1 —g.

Proposiciéon 6.1.3 Sea C' una curva plana proyectiva de grado n, con solo puntos maltiples ordinarios como
singularidades. El género g de C es igual a

(n—1)(n-2) mp(C)(mp(C) — 1)
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Una curva definida por un polinomio homogéneo G (no multiplo de F') se dice adjunta de C' si div(G) = Ex.
Aserto.- G es adjunta de C' si y sélo si mp(G) > mp(C) — 1, para todo punto P de C. Més precisamente, sea
P e C;mp(G) > mp(C) —1siy sélo si ordg(G) > mp(C) — 1 para todo Q € f~(P).

Recordemos que F es una ecuacién de C (en posicién general respecto de x5 = 0). Notemos, para cada
m € N, V,, el espacio vectorial® de los polinomios homogéneos de k[xg, r1, 23], de grado m tales que o bien G
es multiplo de F, o bien G es adjunta de C' . Sabemos que

(m+1)(m+2) Z rp(rp —1)

dim(V,,) > 5 5
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y que esta desigualdad es una igualdad si m > 0.

Sea ¢u, : Vi, — L(E),) la aplicacién definida por ¢, (H) = H/z5'. ¢n, estd bien definida pues div(H/x5") +
m(}i, P)— E =div(H) — E — mdiv(za) + m(>__; P;) > 0. ¢, es lineal y su nicleo es el conjunto de
elementos de V,,, que son miltiplos de F (ya que si H/z5* = 0 € K(X) entonces H es cero en el anillo de
coordenadas proyectivas de la curva C; es decir, H es multiplo de F).

Ademss ¢, es sobreyectiva. La siguiente sucesién de espacios vectoriales y morfismos es exacta:

0— Ker(om) Y, Vin = L(Ey) — 0

El niicleo Ker(¢,,) se identifica al espacio vectorial de los polinomios homogéneos de grado m — n en cuyo
caso Y (R) = RF.

Corolario 6.1.4 Sea C' una curva plana proyectiva irreducible de grado m. 1) Se wverifica: g < ¢g*(C) =
(n—1)(n—2) _ ZP o rp(ré:fl)
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2) Si Wléﬁ = pec w entonces C' es racional.

1Se anade el 0.



Demostracién. Basta probar 1). En el tema 4 hemos probado que ¢g*(C) decrece por transformaciones
cuadriticas y que mediante un nimero finito de éstas la curva C' puede llevarse a una curva C’ con sélo
puntos multiples ordinarios como singularidades. Como C’ es birracionalmente equivalente a C, ambas tienen
el mismo género g. Asf g*(C) > ¢*(C') =¢. O



