Ejercicios de Algebra III. Curso 00-01

EJERCICIO 1.— Sea x un elemento nilpotente de un anillo A. Probar que
14 2 es una unidad de A. Deducir que la suma de un elemento nilpotente y
de una unidad es una unidad.

EJERCICIO 2.— Sea A un anillo y A[X] el anillo de polinomios en una inde-
terminada X con coeficientes en A. Sea f = ag + a1 X + ...a, X" € A[X].
Probar que:

1. f es una unidad en A[X]| <= ap es una unidad en en A y ay,...,a,
son nilpotentes. [Ayuda: si by + b1 X + -+ + b, X™ es el inverso de f,
probar por induccién en r que a’*1'b,,_, = 0. Luego probar que a,, es
nilpotente y utilizar el ejercicio 1]

2. f es nilpotente <= ayp, ay, ..., a, son nilpotentes.

3. f es un divisor de cero <= existe a # 0 en A tal que af = 0 [Ayuda:
Elegir un polinomio ¢ = by + b X + -+ + b, X™ de grado minimo
tal que fg = 0. Entonces a,b,, = 0, luego a,g = 0 (porque a,g
anula f y tiene grado menor que m). Ahora probar por induccién que
an—rg =00 <7 <mn)]

4. f se dice primitivo si (ag, ay,...,a,) = (1). Probar que si f,g € A[X],
entonces fg primitivo <= f y ¢ lo son.

EJERCICIO 3.— generalizar los resultados del ejercicio 2 a un anillo de poli-
nomios A[X7, ..., X,] en varias indeterminadas.

EJERCICIO 4.— En el anillo A[X], el radical de Jacobson es igual al nilradical.
EJERCICIO 5.— Sea A un anillo y A[[X]] el anillo de series de potencias

formales f =" a,X" con coeficientes en A. Probar que

1. f es una unidad en A[[X]] <= a¢ es una unidad en A.



2. Si f es nilpotente, entonces a,, es nilpotente para todo n. Es cierto el
reciproco 7

3. [ pertenece al radical de Jacobson de A[[X]] <= ag pertenece al radical
de Jacobson de A.

4. El contraido de un ideal maximal m de A[[X]] es un ideal maximal de
de A y m esta generado por m¢ y por X.

5. Todo ideal primo de A es el contraido de un ideal primo de A[[X]].

EJERCICIO 6.— Probar que (Z/Zm) Q,(Z/Zn) = 0 si m,n son primos entre
si.

EJERCICIO 7.— Sea A un anillo, a un ideal y M un A-moédulo. Probar que
(A/a) @ , M es isomorfo a M/aM.

EJERCICIO 8.— Sea A un dominio de integridad y M un A-médulo. Un
elemento € M es de torsién si Ann(x) # 0, es decir, si existe algin elemento
a € A no nulo tal que ax = 0. Denotamos 7'(M) al conjunto de elementos
de M que son de torsién. Probar que:

1. T (M) submodulo.
2. T(M/T(M))=0.
3. Si f: M — N homomorfismo de A-médulos, f(T'(M)) CT(N).

4. Si0 — M’ — M — M" es una sucesién exacta de A-mébdulos,
entonces 0 — T'(M') — T (M) — T(M") también.

5. Probar que T no es un funtor exacto.

EJERCICIO 9.— Para todo A-médulo M, sea M[X] el conjunto de polinomios
en X con coeficientes en M, es decir, expresiones de la forma

mo+m X+ +m, X" m; € m

Definiendo el producto de un elemento de A[X] y uno de M[X] de la manera
obvia, probar que M[X] es un A[X]-mddulo.
Por dltimo, probar que M[X] ~ A[X| @, M.



EJERCICIO 10.— Sea S un subconjunto multiplicativamente cerrado de un
anillo A, y sea M un A-mdédulo finitamente generado. Probar que S~™*M = 0
si y sélo si existe un s € S tal que sM = 0.

EJERCICIO 11.— Sea a un ideal de un anillo A y sea S = 1+ a. Probar que
S~ 1a estd contenido en el radical de Jacobson de S™'A.

EJERCICIO 12.— Sea A un anillo, S, T dos subconjuntos multiplicativamente
cerrados de A y U la imagen de T en S™'A. Probar que los anillos (ST)~'A
y U71(S71A) son isomorfos.

EJERCICIO 13.— Sea k un cuerpo, P € k" un punto y k[X] = k[X1,..., X,].
El conjunto siguiente se llama anillo de funciones requlares en el punto P

_ X
or = {184 | fg kX or) 0}

Probar que es un anillo local y noetheriano.

EJERCICIO 14.— Sea G = {z'y* — 2%, 23y> — 1, 2%y* — 22} {Es G una base de
Grobner del ideal (G) respecto del orden lexicogréfico graduado? Razonar la
respuesta y en caso negativo hallar una.

EJERCICIO 15.— Idem para G = {z — 22,y — 2%}.

EJERCICIO 16.— Hacer los dos ejercicios anteriores para el orden lexi-
cografico.

EJERCICIO 17.— Sea
‘/1 D) V2 D) V}) DEEE

una cadena descendente de variedades afines. Probar que existe n > 1 tal
que V,, =V, para todo m > n.

EJERCICIO 18.— Sea V = V(I) C C? donde I = (2* —y,y+2*—4). Probar
que:

1- I = (22 —y, 2% - 2).

2-V ={+v2,2)}.

EJERCICIO 19.—

1. Probar que si g € k[xy,...,z,| factoriza como g = g¢1¢2, entonces

V(fa g) = V(f? gl) U V(fv 92)'

2. Probar que V(y — 2%, 2z — y?) = V(y — 2%, 22 — 2%).



3. Usando el primer apartado, describir la variedad del apartado segundo.
EJercicio 20.— Dado f € I = (f1,...,fr) C k[xy,...,x,], describir un

algoritmo para encontrar g; € k[z1, ..., x,| tales que Y., figi = f.

EJERCICIO 21.— Sea k un cuerpo, y sea A = k[Xi,...,X,]. Diremos que
f € A es un binomio si f tiene la forma f = aX® — bXP. Un ideal I de A,
se dice binomial si admite un sistema de generadores formado por binomios.

1. Supongamos fijado un orden monomial. Probar que las condiciones
siguientes son equivalentes:

(a) I es binomial.

(b) La base de Grébner reducida de I estd formada por binomios.

2. Si [ es binomial y f es un monomio, probar que (I : f) es binomial.

EJERCICIO 22.— Sea k un cuerpo, y sea A = k[X,..., X,]. Si [ es un ideal
de A, definimos

(I:9=)=JU:9).

seN

1. Probar que si (I : g°) = (I : g°™') para cierto s € N, entonces
(L:9%)=(:9°.
. Existe s verificando tal propiedad? Razonar la respuesta.

2. Sea I¢ el ideal extendido de [ en k[Y, X, ..., X,)], ysea J = [+ (Y g—1).
Probar que
(I:9g>)=JnNA.

3. Describir razonadamente un algoritmo con entrada el polinomio g y
unos generadores de I, y con salida unos generadores de (I : g™).

EJERCICIO 23.— Sea k un cuerpo, y sea A = k[X;,...,X,]. Sea f € Ae
I C A un ideal de A.

1. Demostrar que las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) feVI



(b) Para todo g € A, existe s € N tal que f*g € I.

2. Dar razonadamente un algoritmo con entrada f e I, y que de su
salida se obtenga si f € v/I o no.

EJERCICIO 24.— Sea k un cuerpo, y ay,...a, € Z%. Si A = k[Xy,...,X,]
y B :=k(Ty,...,T,), consideramos

. A— B,
el homomorfismo de k-dlgebras definido por ®(X;) = T%.

1. Describir (razonadamente)un algoritmo con entrada aj,...,a,, y
cuya salida sea un sistema generador del ideal I = ker(®).

2. Cada elemento v € Z" se escribe de forma dnica como v = v — v~
con vt v € N" y con soporte disjunto (el soporte de v = (vq,...,v,)
es el conjunto {i | v; # 0}).

Consideramos el Z-médulo (o grupo abeliano) siguiente

n

L:={veZ" | ) wva; =0}

=1

Probar que
[=(X""=X" | uel).

3. Sea C C L, definimos el ideal
Jo = (X" =X" | vel).
Probar que si C genera L entonces

(Jo: (X1 X)) = I.

EJERCICIO 25.— Sean k un cuerpo, A = k[Xy,...,X,], I1,..., I, C A
ideales. Definimos la aplicacion

b:A— A/ x---x A/,



O(f)=(f+ L. [+1)

1.- Demostrar que ® es un homomorfismo de A-algebras.

2.- Dar una condicion necesaria y suficiente para que ® sea sobreyectiva.

3.- Dar una condicién necesaria y suficiente para que ® sea inyectiva.

4.- Describir (razonadamente) un algoritmo cuya entrada sean unos gener-
adores de los ideales I, ..., I, y como salida responda si ® es o no sobreyec-
tiva, inyectiva y biyectiva.

EJERCICIO 26.— Sea k un cuerpoe I C k[Xy,...,X,] = k[X] un ideal tal que
V =V(I) C k™ sea una variedad afin finita de cardinal m, V- = {Py,..., P,,}.

1. Probar que la aplicacién
o k[X]/T — k™

dada por o(f + I) = (f(P1),..., f(Pn)), estd bien definida y es un
homomorfismo de anillos sobreyectivo.

2. Supongamos que k es algebraicamente cerrado. Probar que:

¢ es isomorfismo <= I es radical.

3. Dar un contraejemplo donde se vea que la equivalencia del apartado
anterior es falsa si se suprime la hipétesis k algebraicamente cerrado.

EJERCICIO 27.—

1. Sea k C K una extensiéon de cuerpos. Supongamos que ayq, . .., q, € K
son algebraicos sobre k. Probar que k[a, ..., a,| es un cuerpo.

2. Sea a € K algebraico sobre k y sea f(X) € k[X] el polinomio minimo
de « sobre k. Sea ( € klo], 8 = g(a), g(X) € k[X]. Dar razon-
adamente un procedimiento algoritmico que determine el polinomio
minimo de 3 sobre k a partir de los datos anteriores.

3. Sea I C k[Xy,...,X,] un ideal, I # (1). Sea k el cierre algebraico
de la extensién y (ci,...,¢,) € Ve(I), es decir (c1,...,¢,) € k y
fler,...,cy) =0 paratodo f € 1.

Consideramos los siguientes polinomios:
fi1(X1) C k[X4] el polinomio minimo de ¢; sobre k,



fi(Xh o ,XZ) S ]{?[Xl, . ,X,] tal que fi(Cl, ey G, Xz) es el poli-
nomio minimo de ¢; sobre kfcy,...,¢;i1], 2 <i < n.

Probar que el ideal J = (f1,..., fn) C k[X1,..., X,] es un ideal maxi-
mal y que I C J.

EJERCICIO 28.— Sea k un cuerpo, y sean V' y W dos variedades afines de
k™.

1.-Dar un ejemplo donde se vea que
V-W={PeV | PZg¢W},

no es en general una variedad afin.
2.- Sean I, J € k[X1,...,X,] dos ideales. Probar que

V(I)=V(J)CV(:J).
Ademas, si k es algebraicamente cerrado e I es radical, se da la igualdad.
3.- Probar que Z(V) : Z(W) =Z(V — W).

MAPLE V
EJERCICIO 29.— Dado el ideal I = (X? — 2XVY, X?Y — 2Y? + X)), calcular
bases de Grobner de I para distintos 6rdenes.

EJERcICIO 30.— Determinar si el polinomio f estd en el ideal I para los
siguientes casos:

L f=XY3—22+Y5— 28 T=(-X°+Y, X% - 2)
2. f=X32-2Y2 I=(XZ-Y,XY+222Y - 2)

EJERCICIO 31.— Determinar los puntos de C? de la variedad V' en los sigu-
ientes casos:

LV=(X?+Y2+22-1,X>+Y?+ 272 -2X,2X —-3Y - 2)
2. V= (X% - Z32XY — 472 — 1,7 — Y% X? — 4XY)

EJERCICIO 32.— Decidir si I = J en los siguientes casos:

_ (3 5 3.3.2 2 2.4 4 6 4,32
1. I = (2} —xou3, X1 —x5x505, T]—T5X5Ly, T]Ty— XY, ToXyxs— 1, T1ToT4—T3)

_ 3.3.2 ..4.2.3
J = (21 — vyw30], voa57; — 1)



_ 5,4 26,5 _ 4.3 2
2. I = (r1x3a5 — vg, wiwoxy — 1) J = (v120m304 — 1, 2523 — x5)

EJeERCICIO 33.— Probar que los siguientes conjuntos son generadores mini-
males del mismo ideal. (Obsérvese que tienen distinto cardinal !!).
2 4.2 3,8 8,4
G1 = {z] — 2525, 19 — xyx3, 1 — 237

408 8 4 12 _ 10, 6
Go = {1 — xomy, 1 — a7, x5 — 2Ty, 153" — 2725

EJERCICIO 34.— Calcular unas ecuaciones implicitas de las siguientes var-
iedades dadas en paramétricas:

r= t4 r= t+u r= L
Viid y= 2 Vo:{ y= t2+2tu Vs = %
7= t? 2= 3+ 3t% 2=

EJERrciciO 35.— Consideremos los polinomios
oot bty 42522 — 2P + a2y — g — PR —
g = 2t 420527 — 22 4 22t — 2yt — 2t
1. Calcular unos generadores de (f) N (g) y de \/(f)(g).
2. Calcular el maximo comun divisor de f y g.

3. Seap =2 +ay+trzt+yzyq=2*—xy—x2+yz, calcular (f,g)N(p,q)

EJERCICIO 36.— Describir la topologia de Zariski de Spec(A) siendo

A=7Z R, C[X]|,R[X], Z[X].

EJERCICIO 37.— Sean A C B anillos, C la clausura entera de A en B, y S
un subconjunto multiplicativamente cerrado de A. Probar que S7'C es la
clausura entera de S™'A en S7!B.

Nota.- A partir de ahora consideraremos k un cuerpo infinito.
EJERcCICIO 38.— Un orden monomial se dird graduado si

ol <|B/=a<p, aBeN"



1. Si < es un orden monomial en k[Yy,...,Y,] = k[Y], en k[Xo,..., X,
definimos <, como sigue:

a<f
(g, ) <p (B0, B) <= ¢ O
a=pFyay<f

Probar que <j es un orden monomial.

2. Probar que si < es un orden monomial graduado, entonces
(0,exp-()) = exp.., (H(f)), para todo f € K[Y].

3. Si I Ck[Y]esunideal y G ={gi,...,gs} es una base de Grobner de
I para un orden monomial graduado <, probar que entonces

H<G> = {H(gl)a s 7H(gs)}

es una base de Grobner de I" respecto de <.
En particular I" = (H(gy),..., H(gs)).

4. Calcular I" siendo I = (Yo — Y, Y3 — V).
EJERCICIO 39.— Una curva monomial en A" (k) es la variedad afin V' definida
por las paramétricas X; = t%, donde a; € N, 1 < i < n.

1. Sea
P k?[Xo,Xl,XQ,Xg} - k[S, T]

el homomorfismo de k-dlgebras definido por ®(Xy) = S°, ®(X;) =
S2T3, ®(X,) = S3T?, ®(X3) = T°. Calcular I = ker(®) usando como
dato que una base de Grobner del ideal

J=(Xo—5° X1 —S°T3 Xy — S°T? X5—T°) C k[S, T, Xo, X1, X2, X3]
respecto del orden lexicografico es a
G ={S° - X, S?T* — X, S’T?® — X1, 5*X, — T Xy,
S? —T?X,, ST* Xy — X2, ST* Xy — X2, 5X, — TXo,
SX2 - TX,,SXo X3 — X2T,T° — X3, Xo X2 — X3,
Xo X5 — X1 Xy, X3 — X2X5).



2. Sea W = V,(I) C P3. Probar que V = W, donde V es la curva
monomial de A3 dada por las paramétricas {(t3,¢%,t°) | t € k}.

3. (Es Z,(W) = I? Razonar la respuesta.

4. Calcular razonadamente unas ecuaciones de W y otras de V.

EJjErcicio 40.— Sean aq,...,a, € N, consideramos la curva monomial
V C A" definida por las paramétricas YV; =t%, 1 <i<n, t € k.

1. Probar que el siguiente algoritmo es correcto.
Algoritmo:
Entrada: aq, ..., a,.
Salida: Unas ecuaciones implicitas de V.
1.- Considerar el ideal J de k[S,T, Xy, X1,...,X,] generado por los
polinomios
Xo—=S5", X;—=8"74T% 1<i<n
donde r :maxlgign(ai).
2.- Calcular una base de Grobner de J respecto del orden lexicografico,
G.
3.- Determinar F' = GNk[Xoy,..., X, ={f1,..., fa}-
4.- Dar como salida D(F) = {D(f1),...,D(f4)}

2. Usando la notacién del algoritmo anterior, probar que

,(V) = JNk[Xo, ..., X,
3. Supongamos que n =3, a3 =2, a3 =5y a3 = 7. Sea
A= k[Xo,Xl,Xg,Xg]/Ip(V>.

Determinar razonadamente dos elementos «, § € A, tales que sean
algebraicamente independientes sobre k y k[a, ] C A sea una extensién
entera.

EJERCICIO 41.— Sea k un cuerpo infinito, aq, ..., a, € N enteros positivos,

y
O k[ Xo, Xy, ..., X, — Ek[S, T

el homomorfismo de k-algebras definido por ®(Xy) = S, ®(X;) = S %1%,
1 <1 < n, donde r =max;<;<,(a;).

10



1. Probar que I = ker(®) es un ideal homogéneo.

2. Sea W = V,(I) C P". Probar que V. = W, donde V es la curva
monomial de A™ dada por las paramétricas {(t*,...,t*) | t € k}.

3. Probar que Z,(W) = I.

4. Describir razonadamente un algoritmo con entrada aq,...,a,, y con
salida unas ecuaciones de W y otras de V.

5. Sea
A= Ek[Xo, ..., X,]/1.

Determinar dos elementos o, § € A, tales que sean algebraicamente
independientes sobre k y k[a, ] C A sea una extensién entera. Razonar
la respuesta.

EJERCICIO 42.— Sean Ay B dos anillos graduados, A = ,,.4 An, ¥

B = @,z Br. Un homomorfismo de anillos f : A — B se dice graduado
si existe p € Z tal que f(A,) C B4, para todo n € Z. En este caso, se dird
que f es de grado p.

1. Probar que si f es graduado, entonces ker(f) es un ideal homogéneo de
A,y que im(f) es un subanillo graduado de B.

2. Sea k un cuerpo infinito, V' C A" una curva monomial, y V C P" su
clausura proyectiva. Describir dos homomorfismos graduados de grado

0, ¢ y @, cuyos nicleos sean respectivamente Z(V') y Z,(V'). Razonar
la respuesta.

EJERCICIO 43.— Sea k ® : k[Y3,...,Y,] — k(T1,...,T,,) el homomorfismo
de k-dlgebras definido por ®(Y;) = g—?, donde f; y g; son monomios en las
variables 11, ...,T,,. Sea V = V(ker®) C A™.

1. Definir un homomorfismo de k-algebras
S k[Xo, X1, .., Xo] — E[To, Th, ..., Tl

de forma que el ideal ker(®) sea homogéneo, y V = V,(ker(®)) C P™.
Razonar la respuesta.

11



2. Supongamos m < n. Dar un ejemplo concreto de una variedad V' con
dimension d, parad = 1,...,m ;Podria ser la dimensién de V' superior
a m? Razonar la respuesta.

EJERCICIO 44.— Sea A un anillo no nulo. Probar que son equivalentes:
1. A s un anillo reducido (N(A) = (0)) con sélo un nimero finito de
ideales primos minimales y dim(A) = 0.

2. A es isomorfo a un producto cartesiano de un niimero finito de cuerpos.

EJERCICIO 45.— Sea I = (z(x —y),(y —1)(x —y)) C k[z,y| y consideremos
A = k[z,y]/I. Encontrar dos cadenas de primos de A saturadas y de distinta
longitud. Razonar la respuesta e interpretar geométricamente el resultado.

EJERCICIO 46.— Calcular las componentes irreducibles de V(I) en cada uno
de los siguientes casos

1. I = (2% 2%z, 2%2) C klz,v, 2]

2. I = (waty, zyz®,w2°) C klw,x,v, 2]

3. [ = (rzo,23...2,) C klxy,. .., 2,
EJERCICIO 47.— (Principio de inclusién-exclusiéon) Notaremos | A| el nimero
de elementos de un conjunto finito A.

1. Probar que para todo par de conjuntos finitos A, B se tiene
|AUB| = |A|+|B| - |AN B|
2. Probar que para cada tres conjuntos finitos A, B, C' se tiene

|JAUBUC| = |A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANBNC|

3. Por induccién sobre el nimero de conjuntos, probar que el cardinal de
una unién de n conjuntos finitos A; U --- U A, es igual a la suma de
los |A;| menos la suma de las dobles intersecciones |A; N A;],i < j, més
la suma de las triples |A4; N A; N Ag|,i < j < k, etcétera. Esto puede
escribirse de la manera siguiente:

n

AU UA =) (D70 Y A NN A

r=1 1<i1 < <ir<n

12



EJERCICIO 48.— En este ejercicio probaremos que la interseccién de dos
trasladados de diferentes subespacios coordenados de N es el trasladado de
un subespacio coordenado de menor dimension.

1. Consideremos A = a + [ej,,...,€;,], con a = > .. vae;, y por
otra parte B = 4+ [ej,,...,e; ], donde § = Zi¢{j1 ..... imybiei. STA# B
y AN B # ) probar que

leirs - €] # lEjis - €G]

y que AN B es un trasladado de
[6,‘1, Ce ,€im] N [ejl, e ,Gjr]
2. Deducir que dim(AN B) < max(m,r).

EJeERrcIcIO 49.— Calcular los polinomios de Hilbert afines para cada uno de
los siguientes ideales:

1. I = (23y,zy?) C k[z,y)].

(
2. I = (3y* +32%% + > + 1) C K[z, y].
3. I = (x®y2°, xy®2?) C klx,y, 2].

(

3

4. T = (23 — y22 y* — 2%yz2) C klx,v, 2].

EJERCICIO 50.—
a) Sea I C k[zy,...,x,] un ideal monomial, con k un cuerpo infinito. Estu-
diaremos Z(V(1)).

1. Probar que Z(V(x;y, ..., x;,)) = (Tiyy -+, Tip)-
2. Probar que la interseccién de ideales monomiales es un ideal monomial.
3. Probar que Z(V(I)) es un ideal monomial.

4. El paso final es probar que Z(V(I)) = VI, y para ello bastard ver que
x* € Z(V(I)) implica 2" € [ para un cierto r > 0.

13



b) Sea K5 un cuerpo con dos elementos y sea I = (z) C Ks[z,y|. Probar que
Z(V(I)) = (z,y* —y), que contiene al radical de I y no es un ideal monomial.

EJERCICIO 51.— Sea k algebraicamente cerrado. Calcular la dimension de
las variedades afines definidas por los siguientes ideales.

1. I =(zz,zy—1) C klz,y,z2].

2. I =(zw—1y? zy—2%) Ck[z,y, z,w].
EJERCICIO 52.— (1’5 puntos) Calcular el polinomio de Hilbert afin del ideal
I de k[z,y, 2] engendrado por los polinomios f; = 22 + x, fo = 2>

EJERCICIO 53.— Ahora estudiaremos cuando el polinomio de Hilbert es cero.

1. Si I C klzo,...,z,] es un ideal homogéneo, probar (zo,...,x,)" C I
para algin r si y solo si el polinomio de Hilbert de I es el polinomio
nulo.

2. Concluir que si V = V,(I) C P, (k) (con k algebraicamente cerrado) es
una variedad, entonces es vacia si y sélo si el polinomio de Hilbert de 1
es nulo. Dar un ejemplo con k infinito donde no se verifique lo anterior.

EJERCICIO 54.— Sea k algebraicamente cerrado. Calcular la dimension de
las siguientes variedades proyectivas.

L I= (332 -y, 2% — x2y+y3) C klz,y, 2].
2. I =(y*—zz,2%y — 2%w, 2% — yzw) C k[z,y, 2, w].

EJERCICIO 55.— La imagen de la aplicacién que definimos a continuacion
recibe el nombre de inmersion de Segre. Supondremos que k es un cuerpo
infinito.

Sea ¥ : P" x P* — PV, con N = rs 4+ r + s la aplicacién definida por

W((ag: -+ :ap),(by: -+ :bs)):= (agbo : apby : -+ : a,by) .
1. Probar que v esta bien definida y es inyectiva.

2. Probar que la imagen de 9 es una variedad irreducible en PV [Ayuda:
Sean {z;; }o<i<r 0<j<s las coordenadas homogéneas de PV y ¢ : k[{z;;}] —
klzo,...,%r, Yo, ..., ys) el homomorfismo de k-algebras definido por ¢(z;;) =
x;y;. Probar que su ntcleo es homogéneo y primo. Concluir que
Im(v) = vy(Ker¢) teniendo en cuenta que los polinomios de la forma
Zij2e — Zkjzi estan en Kerg.]
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3. Para r = s = 1 probar que la inmersién de Segre de P! x P! en P3 es
UP(I), donde I = (XOX3 — XlXQ).

Calcular el polinomio de Hilbert de I.

EJERCICIO 56.— La imagen de la aplicacién que definimos a continuacion
recibe el nombre de inmersion d-upla. Supondremos que k es un cuerpo
infinito.

Sean n,d > 0 dos enteros positivos, y sean My, ..., My todos los monomios

de grado d en las n + 1 variables Xg,..., X, donde N = ( n:;d ) — 1.

Definimos la aplicacién ¢ : P — PN por ¢((ag : -+ : a,)) = (My(a) : -+ - :
My(a)).

1. Probar que 9 esta bien definida y es inyectiva.

2. Probar que la imagen de ¢ es una variedad irreducible en P? [Ayuda:
Sea ¢ : k[Yy, ..., YN] — k[Xo, ..., X,] el homomorfismo de k-algebras
definido por ¢(Y;) = M;. Probar que su niicleo es homogéneo y primo.
Concluir que Im(¢) = v,(Kerg)]

3. Describir razonadamente un algoritmo cuya entrada sean los enteros
ny d, y cuya salida sean unas ecuaciones de I'm(1)).

4. Paran = 1y d = 3, comprobar que I'm(v) es una curva monomial
proyectiva, es decir, la clausura proyectiva de una curva monomial afin.
Dar las paramétricas de esta tultima.

EJERCICIO 57.— Demostrar las siguientes afirmaciones.
1. Sea k un cuerpo, e I = (2%, xy) C k[z,y]. Entonces,
I=(z)N (2 y — ax),
es una descomposicién primaria minimal de I, para todo a € k.

2. Sea A un anillo, I un ideal descomponible con 5 primos asociados F;,
1 < < 5, verificando las siguientes relaciones de inclusion:

P CP,CPHs P, CFs.

Supongamos que I = ﬂ?zl (i es una descomposicién primaria minimal
de I con /@Q); = P;. Probar que @1 N Qs N Q4 no depende de la

descomposicion.
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3. SeaV =V(I) C A"(k), donde k es un cuerpo algebraicamente cerrado.
Entonces las componentes irreducibles de V' son las variedades afines
definidas por los primos asociados a I que son aislados.

EJErciciO 58.— (Teorema de estructura para anillos artinianos)
Un anillo artiniano A es (salvo isomorfismo), producto directo finito de anillos
locales artinianos (Teorema 8.7 del Atiyah-McDonald)

EJERCICIO 59.— En Z[X], probar que m = (2, X) es un ideal maximal y
que q = (4, X') es m-primario pero no es una potencia de m.

EJERCICIO 60.— Supongamos que A es un dominio de integridad verificando
la siguiente propiedad:

Para todo elemento x # 0 de K su cuerpo de fracciones, v € A 6 7! € A.
Probar que A es integramente cerrado.
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