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Quelques propriétés de la V-filtration relative à un
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Francisco J. Calderón Moreno
∗

Résumé – On montre un théorème de structure pour les opérateurs différentiels dans
le terme 0 de la V-filtration relative à un diviseur libre. Comme application, on donne
une formule pour le complexe de De Rham logarithmique en termes de V0-modules, qui
généralise la formule classique pour le complexe de De Rham usuel en termes de D-
modules et celle de Esnault-Viehweg dans le cas d’un diviseur à croisements normaux.

Abridged english version.–
Let X be a complex analytic manifold of dimension n and Y ⊂ X a hypersur-

face. In section 1 we introduce the basic concepts. We say that Y is free [10] if
the sheaf Der(log Y ) of the logarithmic derivations with respect to Y is a locally
free OX -module (of rank n), or, what is the same, if the sheaf Ω1

X(log Y ) of the
logarithmic 1-forms is a locally free OX -module (of rank n). As in the case of
Y smooth, we can consider the V -filtration, relative to Y , over the sheaf DX of
linear differential operators on X. We shall denote by VY• (DX) this filtration.
The sheaf VY0 (DX) is a OX -subalgebra of DX containing Der(log Y ).

In section 2 we study the sheaf VY0 (DX) in case that Y is a free divisor. Our
first result (theorem 2.1) tells us that, if Y is free, then VY0 (DX) = OX [Der(log Y )].
More precisely (theorem 2.3), the natural morphism αX : SymOX

(Der(log Y ))→
GrF

(
VY0 (DX)

)
of graded OX -algebras is an isomorphism (here F stands for the

usual filtration by the order of the operators). As a consequence of the former
result we see that, if Y is free, then VY0 (DX) is a left and right coherent sheaf
and the stalk at each point has global homological dimension ≤ 2n. To prove
theorem 2.1 we first show that a homogeneous element in GrF (DX) such that the
successive Poisson brackets with a local equation of Y are multiple of this equa-
tion, can be expressed as a polynomial, with coefficients in OX , in the principal
symbols of a base of Der(log Y ).

In section 3 we study the relation between the logarithmic De Rham complex
Ω•X(log Y ) [10] with respect to a free divisor Y and the VY0 (DX)-modules. This
is a sub-complex of the meromorphic De Rham complex Ω•X [?Y ]. When Y is a
smooth divisor or, more generally, a normal crossing divisor, a simple calculation
shows that both complexes are quasi-isomorphic. The same is true if Y is a
strongly quasi-homogeneous free divisor [3]. We now summarize the results of
section 3. We start by defining the logarithmic Spencer complex Sp•(log Y ).
We give a filtration of it such that its graded complex locally coincides with the
Koszul complex of the ring GrF

(
VY0 (DX)

)
associated with the principal symbols

of a base of Der(log Y ). These symbols form a regular sequence by theorem 2.3.
Since the graded complex is a resolution of OX , we conclude that Sp•(log Y ) is a
VY0 (DX)-locally free resolution of OX (c.f. proposition 3.2). IfM is a OX -module
with an integrable logarithmic connection along Y , it carries a natural structure
of left VY0 (DX)-module (by theorem 2.1). In theorem 3.3 we prove that the
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complexes of C-vector spaces Ω•X(log Y )(M) and HomVY
0 (DX) (Sp•(log Y ),M)

are isomorphic. For this, we have to prove that the natural morphisms of OX -
modules φp : Ωp

X(log Y )⊗OX
M→HomVY

0 (DX) (Sp−p(log Y ),M) commute with
the differentials. It is not easy to see this directly. The basic ideas are to reduce
to the case of M = VY0 (DX), to base–change the scalars in VY0 (DX) to the
sheaf DX [?Y ] of the meromorphic differential operators along Y , and to extend
the φp to some Φp : Ωp

X [?Y ]⊗OX [?Y ] DX [?Y ] → HomDX [?Y ] (Sp−p[?Y ],DX [?Y ]),
which define an isomorphism between the respective complexes. The proof of the
fact that the Φp commute with the differentials is easy if we use equations with
respect to the bases {dx1, . . . , dxn}, { ∂

∂x1
, . . . , ∂

∂xn
}, where (x1, . . . , xn) is a local

coordinate system. This simplifies our problem since [ ∂
∂xi
, ∂
∂xj

] = 0. Therefore, we
obtain a canonical quasi-isomorphism Ω•X(log Y )(M) ' RHomVY

0 (DX)(OX ,M).
These results generalize [5, App. A], valid only for normal crossing divisors,

to the case of Y being an arbitrary free divisor.

—————————————

1. Notations et Préliminaires.– Soient X une variété analytique complexe
de dimension n et Y ⊂ X une hypersurface d’idéal I. Notons DX le faisceau
des opérateurs différentiels linéaires sur X, DerC(OX) le faisceau des dérivations
de OX et DX [?Y ] le faisceau des opérateurs différentiels méromorphes le long de
Y . Si l’on fixe un point x de Y , notons D = DX,x, O = OX,x, I = (f) = Ix et
DerC(O) = DerC(OX)x. Notons aussi F • la filtration sur DX (resp. sur D) par
l’ordre des opérateurs, et Ω•X [?Y ] le complexe de De Rham méromorphe le long
de Y .

1.1. Dérivations et formes logarithmiques. Diviseurs libres [12].–

On appelle Der(log Y ) le sous-OX -module de DerC(OX) des champs de vecteurs
tangents à Y en tout point lisse. Il s’agit d’un OX -module cohérent. On note
Der(log f) (ou Der(log I)) la fibre en x de Der(log Y ) ou, de façon équivalente,
Der(log f)={δ ∈ DerC(O), δ(f) ∈ (f)}. On dit que Y est un diviseur libre si
Der(log Y ) est un OX -module localement libre (de rang n). De même, on dit que
f (ou I) est libre si Der(log f) est un O-module libre (de rang n).

Notons Ω•X(log Y ) le sous-complexe de Ω•X [?Y ] des formes logarithmiques par
rapport à Y , c’est-à-dire les formes ω telles que fω et fdω sont holomorphes sur
X. Notons j• : Ω•X(logD) ↪→ Ω•X [?Y ] l’inclusion. Dans le cas où Y est libre, il
existe une dualité parfaite 〈 , 〉 entre Ω1

X(log Y ) et Der(log Y ). En plus, on a:

Ωp
X(log Y ) =

p
∧OX

Ω1
X(log Y )

γp

' HomOX

( p
∧ Der(log Y ),OX

)
, où l’isomorphisme

γp est donné localement par γp(ω1 ∧ · · · ∧ωp)(δ1 ∧ · · · ∧ δp) = det(〈ωi, δj〉)1≤i,j≤p,
avec ωi (resp. δj) des sections locales de Ω1

X(log Y ) (resp. Der(log Y )).

1.2. V-Filtration.– On définit la V-filtration relative à Y sur DX (resp. sur
D) par extension du cas lisse [8, 7] :

VYk (DX) = {P ∈ DX , P (Ij) ⊂ Ij−k,∀j ∈ Z}, k ∈ Z, (Ik = OX si k ≤ 0).
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(resp. VIk (D) =
(
VYk (DX)

)
x

= {P ∈ D, P (Ij) ⊂ Ij−k,∀j ∈ Z}, k ∈ Z, Ik =
O si k ≤ 0). La décomposition canonique F 1DX = OX ⊕ DerC(OX) induit
F 1
(
VY0 (DX)

)
= OX⊕Der(log Y ), d’où un morphisme canonique αX : SymOX

(Der(log Y ))→
GrF

(
VY0 (DX)

)
de OX -algèbres graduées. De façon analogue, on dispose d’un

morphisme canonique deO-algèbres graduées α : SymO (Der(log f))→ GrF
(
VI0 (D)

)
,

qui s’identifie avec la fibre de αX en x.

2. Résultats sur l’anneau VY0 (DX).–

Théorème 2.1 Si f est libre et {δ1, δ2, · · · , δn} est une base du O-module Der(log f),
chaque opérateur différentiel P ∈ VI0 (D) s’écrit de façon unique sous la forme:

P =
∑

βi1···inδ
i1
1 δ

i2
2 · · · δ

in
n , avec βi1···in ∈ O.

Preuve. La preuve se fait par récurrence sur l’ordre de P ∈ VI0 (D). Elle est
basée sur l’existence d’un Q ∈ O[δ1, · · · , δn] tel que σ(Q) = σ(P ), qui est une
conséquence de la proposition suivante. C.Q.D.

Proposition 2.2 Si f est libre et {δ1, δ2, · · · , δn} est une base de Der(log f),
pour chaque famille de polynômes homogènes R0, . . . , Rd ∈ GrF (D), avec Rk
de degré d − k, et vérifiant {Rk, f} = fRk+1, (0 ≤ k < d) ({ , } dénote le
crochet de Poisson dans GrF (D), cf. [6]), il existe des polynômes homogènes
Hk
j ∈ GrF (D) (1 ≤ j ≤ n; 0 ≤ k < d), avec Hk

j de dégré d − k − 1, tels que
Rk =

∑n
j=1H

k
j σ(δj) et {Hk

j , f} = fHk+1
j (1 ≤ j ≤ n; 0 ≤ k < d− 1).

Preuve. Soit A = (αji ) la matrice formée par les coefficients des δi par rap-
port à la base { ∂

∂x1
, · · · , ∂

∂xn
} de DerC(O). D’après le critère de Saito [10],

l’ensemble des δi et des ∂ξj est une base du O2n-module DerO2n(log f), avec
O2n = C{x1, · · · , xn, ξ1, · · · , ξn}. tant donné que la dérivation {Rk,−} appar-
tient à DerO2n(log f), il existe des Gkj ∈ GrF (D) (1 ≤ j ≤ n; 0 ≤ k < d) tels
que ∂Rk

∂ξi
=
∑n

j=1G
k
jα

j
i . Or, comme σ(δi) =

∑n
j=1 α

j
i ξj , la relation d’Euler pour

Rk nous donne Rk = 1
d

∑n
j=1G

k
jσ(δj)(0 ≤ k < d). On vérifie que {Gkj , f} =

fGk+1
j (0 ≤ k < d− 1). Pour conclure il suffit de prendre Hk

j = 1
dG

k
j . C.Q.D.

Corollaire 2.3 Si Y est un diviseur libre, le morphisme αX : SymOX
(Der(log Y ))→

GrF
(
VY0 (DX)

)
définit dans 1.2 est un isomorphisme, et le faisceau d’anneaux

VY0 (DX) est cohérent à gauche et à droite.

Preuve. La première partie est une conséquence immédiate du théorème 2.1.
D’après la cohérence de GrF

(
VY0 (DX)

)
(cf. [2, VI, lemma 3.2]), pour la deuxième

partie on applique le théorème 9.16 de [1]. C.Q.D.
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3. Interprétation du complexe de De Rham logarithmique par rap-

port à un diviseur libre.– Dans cette section on supposera que Y est un
diviseur libre.

Définition 3.1 On définit le complexe de Spencer logarithmique Sp•(log Y ) par

VY0 (DX)⊗OX

n
∧ Der(log Y )

ε−n→ · · · ε−2→ VY0 (DX)⊗OX

1
∧ Der(log Y )

ε−1→ VY0 (DX),

ε−p(P ⊗ (δ1 ∧ · · · ∧ δp)) =
p∑
i=1

(−1)i−1Pδi ⊗ (δ1 ∧ · · · ∧ δ̂i ∧ · · · ∧ δp)+

+
∑

1≤i<j≤p
(−1)i+jP ⊗ ([δi, δj ] ∧ δ1 ∧ · · · ∧ δ̂i ∧ · · · ∧ δ̂j ∧ · · · ∧ δp), (2 ≤ p ≤ n),

et ε−1(P ⊗ δ) = Pδ. Ce complexe de VY0 (DX)-modules admet une augmentation
ε0 : VY0 (DX)→ OX , ε0(P ) = P (1). Notons S̃p•(log Y ) le complexe augmenté.

Cette définition est analogue à celle du complexe de Spencer usuel Sp• de
OX (cf. [9, 2.1]) et généralise celle donnée par Esnault–Viehweg [5, App. A]
dans le cas d’un diviseur à croisements normaux. De façon analogue, on note
Sp•[?Y ] = DX [?Y ]⊗DX

Sp• le complexe de Spencer méromorphe de OX [?Y ].

Proposition 3.2 Le complexe Sp•(log Y ) est une résolution localement libre de
OX comme VY0 (DX)-module à gauche.

Preuve. On définit

F k
(
VY0 (DX)⊗

p
∧ Der(log Y )

)
= F k−p

(
VY0 (DX)

)
⊗

p
∧ Der(log Y ), F k(OX) = OX .

Ces filtrations sont compatibles avec les différentielles. Le complexe gradué
cöıncide localement, si {δ1, · · · , δn} est une base de Der(log f), avec le complexe
de Koszul de l’anneau GrF

(
VI0 (D)

)
par rapport à la suite σ(δ1), · · · , σ(δn) dans

GrF
(
VI0 (D)

)
, qui est une suite régulière d’après le corollaire 2.3. Il est donc

exact, et par conséquent, le complexe de Spencer logarithmique augmenté est
aussi exacte. C.Q.D.

Si M est un OX -module muni d’une connexion logarithmique intégrable,
on définit de la façon usuelle son complexe de De Rham logarithmique, noté
Ω•X(log Y )(M). Or, grâce au théorème 2.1, un tel objet porte une structure
naturelle de VY0 (DX)-module à gauche.

Théorème 3.3 Dans la situation précédente, les complexes HomVY
0 (DX) (Sp•(log Y ),M)

et Ω•X(log Y )(M) sont canoniquement isomorphes comme complexes de faisceaux
de C-espaces vectoriels, et donc, on a un quasi-isomorphisme canonique:

Ω•X(log Y )(M) ' RHomVY
0 (DX)(OX ,M).
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Preuve. Le cas général se réduit au cas M = VY0 (DX), car

Ω•X(log Y )(M) = Ω•X(log Y )(VY0 (DX))⊗VY
0 (DX)M,

HomVY
0 (DX) (Sp•(log Y ),M) = HomVY

0 (DX)

(
Sp•(log Y ),VY0 (DX)

)
⊗VY

0 (DX)M.

Pour M = VY0 (DX), et à partir des isomorphismes γp de 1.1, on définit les
isomorphismes VY0 (DX)-linéaire à droite:

φp : Ωp
X(log Y )(VY0 (DX))→ HomVY

0 (DX)

(
Sp−p(log Y ),VY0 (DX)

)
donnés par: φp ((ω1 ∧ · · · ∧ ωp)⊗Q) (P ⊗ (δ1 ∧ · · · ∧ δp)) = P · det (〈ωi, δj〉) ·
Q. Montrons que les φp commutent avec les différentielles, et définissent donc
un isomorphisme de complexes. Or, grâce l’isomorphisme DX [?Y ] ⊗VY

0 (DX)

Sp•(log Y ) ' Sp•[?Y ], on obtient un morphisme naturel de complexes de fais-
ceaux de VY0 (DX)-modules à droite τ• : HomVY

0 (DX)

(
Sp•(logY ),VY0 (DX)

)
→

HomDX [?Y ] (Sp•[?Y ],DX [?Y ]), d’expression locale τp(α) (P ⊗ (δ1 ∧ · · · ∧ δp)) =
f−kα (R⊗ (fδ1 ∧ · · · ∧ fδp)), R étant une section de VY0 (DX) et k un entier tels
que Pf−p = f−kR. On vérifie que: τp ◦ φp = Φp ◦ jp, où Φp : Ωp

X [?Y ] ⊗OX [?Y ]

DX [?Y ]→ HomDX [?Y ] (Sp−p[?Y ],DX [?Y ]) est l’isomorphisme DX [?Y ]-linéaire à
droite définit par Φp ((ω1 ∧ · · · ∧ ωp)⊗Q) (P ⊗ (δ1 ∧ · · · ∧ δp)) = P ·det(〈ωi, δj〉) ·
Q. Le fait que les Φp commutent avec les différentielles et définissent un isomorp-
hisme de complexes Φ• : Ω•X [?Y ] (DX [?Y ]) → HomDX [?Y ] (Sp•[?Y ],DX [?Y ]) de
DX [?Y ]-modules à droite, est essentiellement la même que celle de l’isomorphisme
Ω•X ' HomDX

(Sp•,OX) (cf. [9, I, lemme (2.6.3)]), car on peut procéder locale-
ment et utiliser l’expression des éléments en fonction des bases

{dxi1 ∧ · · · ∧ dxip}1≤i1<···<ip≤n et { ∂

∂xj1
∧ · · · ∧ ∂

∂xjp
}1≤j1<···<jp≤n,

(x1, · · · , xn) étant un système de coordonnées locales centrées en x ∈ Y .
Pour conclure, on prouve que τ• est injectif à partir du fait que VY0 (DX) n’a pas
de la OX -torsion, et on remarque que Φ• ◦ j• est un morphisme de complexes qui
cöıncide en chaque dégré p avec τp ◦ φp, o j• est l’inclusion du complexe de De
Rham logarithmique de VY0 (DX) dans le complexe de De Rham mromorphe de
DX [?Y ]. C.Q.D.

Remarque 3.4 Une question classique est la comparaison entre le complexe de
De Rham logarithmique et le complexe de De Rham méromorphe par rapport à
un diviseur Y . Si Y est un diviseur à croisements normaux, un calcul simple
montre que ces deux complexes sont quasi-isomorphes (cf. [4, II prop. 3.13]). Le
même résultat est vraie si Y est un diviseur libre et fortement quasi-homogène
[3]. D’après le théorème 3.3, si Y est un diviseur libre arbitraire, les complexes
de De Rham méromorphe et logarithmique sont quasi-isomorphes si et seulement
si

0 = RHomDX

(
DX ⊗LVY

0 (DX)
OX ,

OX [?Y ]
OX

)(
= RHomVY

0 (DX)

(
OX ,

OX [?Y ]
OX

))
.
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