ALGEBRA Problemas propuestos 18-2-2004

Apellidos Nombre

Ejercicio 1.— Sea GG un grupo, g € G y definimos una nueva multiplicaciéon - sobre GG por
la formula a - b = agb para todo a,b € G. Pruebe que G con la operacion - es un grupo.

Ejercicio 2.— Pruebe que R* x R es un grupo con la operacién definida por
(a,b)(c,d) = (ac,ad + b).

. Es abeliano?

Ejercicio 3.— Sea V' C GLy(R) el conjunto

{6

Pruebe que V' es un subgrupo de GL2(R).
Ejercicio 4.— Sean by, my y ng enteros positivos y consideremos el conjunto S C GL3(Z)
definido por

1 m n
S = 0 1 b | :mglm,noln,belb
0 0 1

., Cuando es S un subgrupo?

Ejercicio 5.— Sea G un grupo que tiene ocho elementos, que notaremos por los ntimeros
{0,1,2,3,4,5,6,7}. Supongamos que el producto de v, w € G lo escribimos como v*w y que
se verifica

s vxw < v+ w para todo v,w € G.

= vxv =0 para todo v € G.

Reconstruya la tabla de multiplicacién de G.

Ejercicio 6.— Sea c una constante real positiva y v un niimero con —c < v < ¢. Consideremos

la matriz
A0 =30 (e 7 )

-1
donde A(v) = ( — Z—j) :

1. Pruebe que
A(’Ul)A(UQ) = A(Ug)

donde
V1 + Vg

1+ V102 °

V3 =




2. Use lo anterior para demostrar que la multiplicaciéon de matrices induce una estructura
de grupo en el conjunto

G={A(w)| —c<v<c}.

Este grupo se denomina grupo de Lorentz.

Ejercicio 7.— Sea G es un grupo de orden 2n. Pruebe que el niimero de elementos de G de
orden 2 es impar.

Ejercicio 8.— En G = GL;(R) consideremos las matrices

(2 )ee(20)

Pruebe que A tiene orden 3, B tiene orden 4 y que AB tiene orden infinito.
Ejercicio 9.— Pruebe que si G es un grupo no abeliano, entonces tiene al menos orden seis.

Ejercicio 10.— Sean n, m nimeros enteros. Pruebe que
1. (n) =Zn.
2. Zn+ Zm = (n,m) = Zd, donde d = mcd(m,n).
3. ZnNZm = Zk, donde k = mcm(m,n).

Ejercicio 11.— Sea G un grupo, y a € G.

1. Si a tiene orden finito, entonces a™! también y o(a™') = a.
2. Si a tiene orden infinito entonces a~! tiene orden infinito.

3. Sio(a) =ny a™ =1 entonces n divide a m.

Ejercicio 12.— Sean (), y C,, grupos ciclicos de 6rdenes n y m, respectivamente. Pruebe
que C,, x Cp, es un grupo ciclico si y sélo si med(n, m) = 1.



