ALGEBRA Problemas propuestos 3-3-2004

Apellidos Nombre

Ejercicio 1.— Pruebe que Aut(Z) ~ Z/7.2.

Ejercicio 2.— Calcule todos los homomorfismos de grupos de Z en Z/Zn. Calcule todos los homomorfismos
de grupos de Z/Z7 en Z/7.16.

Ejercicio 3.— En Dy = (0,7 7% = id,0? = id, 7710 = o7), consideremos los subgrupos H = (r?,0), K =
(13). Pruebe que H y K son normales en Dis, que HNK = {id} y D12 ~ H x K.

Ejercicio 4.— Sea
1-n -—n
G—{( n 1+n>n€Z}.
Pruebe que G es subgrupo de GL3(R). ;Es isomorfo a Z?

Ejercicio 5.— Sea Dg = {0, 7|0?> = 1,7* = 1,77 lo = o7} = {1, 7,72, 7%,0,07,07%, 073}, y Qs = {a,bla® =
b2 a* = 1,ab = ba} = {1,a,a?, a3, b,ba,ba?,ba’}. Pruebe que Dg # Qs.

Ejercicio 6.— Sea GG un grupo. Pruebe que las aplicaciones definidas por

G — G G — G
g — gt g — ¢

son homomorfismos de grupos si y solamente si G es abeliano.

Ejercicio 7.— Sea C), el grupo ciclico de orden n. Para cada a € Z definimos
0,:C, — C,
x — ogx)=2"
1. Pruebe que o, € Aut(C,,) si y solamente si med(a,n) = 1.
2. 04, = oy si y solamente si n divide a a — b.
3. Pruebe que o, o 0, = 043 para todo a,b € Z.

Ejercicio 8.— Calcule los subgrupos de Dsg. ;Cudles son normales?

Ejercicio 9.— Sea G = 7Z/724 y G = G/(12). Para cada entero a simplificamos la notacién @ como a.

1. Pruebe que G = {0,1,...,11}.
2. Calcule el orden de cada elemento de G.
3. Pruebe que G ~ Z/7Z12.

Ejercicio 10.— En Dg = {id,7,72%,73,0,07,072,07%}, con o7 = 7~ lo, consideremos los subgrupos H =

(o), K = (0,7%). Pruebe que K <1 Dg, H <t K pero que H no es normal en Ds.
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Ejercicio 11.— Sea o el m-ciclo (12...m). Pruebe que ¢ es un m-ciclo si y solamente si med(i,m) = 1.

Ejercicio 12.—

1. Si7=(12)(34)(56)(78)(9 10), determine si existe un n-ciclo o(n > 10) tal que 7 = o* para algiin
entero k.

2. Si 7= (12)(345), determine si existe un n-ciclo o(n > 5) tal que 7 = ¢* para algin entero k.



