Ejercicios de Algebra Lineal

Secciéon 1 Lenguaje

Ejercicio 1.1 Usar flechas de implicacién o equivalencia para marcar en qué direccién se cree que van las
conclusiones légicas en las siguientes proposiciones:

uacién 2z — 4 = 2 se verifica sélo cuando z = 3.

3, entonces 2z — 4 = 2.

a ecuacién 2 — 2z + 1 = 0 se satisf:

l.z=2ey
2. (z—1)(x
3. 22 +4?

4. z=0¢

5. xy =1

6. z>yl==

Ejercicio 1
0 necesaria

Ejercicio 1.5 Resolver las®s

1. 4+ 2 =+4x + 13.

Ejercicio 1.6 Rellenar las casillas con “si y sélo si” cuando el resultado sea un enunciado cierto o, en otro
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caso, con “si” o “sélo si.”

1. x =4 T =2.
2. 22 >0 x>0
3. 22 <9 r<3
4 z(x®+1)=0 z=0




5. z(z+3) <0 x> 3.

Ejercicio 1.7 Considérese el siguiente intento de resolver la ecuacién = ++v/x + 4 = 2: De la ecuacion dada
se deduce que \/x +4 = 2 — . FElevando al cuadrado ambos miembros se obtiene x + 4 = 4 — dx + 22.
Después de simplificar se ve que esta ecuacion implica que 2 —5x = 0. Cancelando x, obtenemos x —5 = 0
y esta ecuacion se verifica cuando x = 5.

1. Escribir en forma de flechas las implicaciones o equivalencias del razonamiento anterior. ;Cuéles son
correctas?

ver correctamente la ecuacion.

1.8 Enunciar la negacion de cada una de las 6 proposiciones siguientes, de la forma e
posible:

1l.x>0ey>0.

2. Todo z verifica = >,4.
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3" —2n — 1 es multiplo de 4

3" — 2n? — 1 es multiplo de 8

2. Todo ndmero natural n > 1 puede expresarse en la forma n = pips---p,, siendo p; (i = 1,---,7)
nimeros primos.

Seccion 2 Conjuntos

Nota 2.1 Los ejercicios siguientes tratan de teoria de conjuntos, para repasar conceptos ya dados. Las
primitivas de la teoria de conjuntos son:

1. La relacién de pertenencia: w € {2 expresa que w es un elemento del conjunto 2. Para expresar que w
no es un elemento de Q se escribe w ¢

2. La relacién de inclusion: A C ) expresa que todo elemento de A es un elemento de 2. En este caso se
dice que A es un subconjunto de €2, o que A es una parte de €2, o que A estd contenido en Q. Si A C
v Q C A, entonces A y € tienen los mismos elementos, se dice que son iguales, y se escribe A = Q.



3. El conjunto vacio, que es el conjunto que no tiene elementos. Se le designa por ) y se supone que esté
contenido en cualquier conjunto.

Normalmente se operard con un conjunto € y sus subconjuntos (incluyendo Q y @)). Entre estos subcon-
juntos se tiene la relacién de inclusién. El conjunto de todos los subconjuntos de € se designa por P(Q), y
se llama el conjunto de las partes de Q. Escribir que A C Q equivale a que A € P().

En el conjunto P(2) se definen tres operaciones, unién, interseccién y diferencia, de la forma siguiente:

AUB={weQ|lwe Abwe B}

ANB={weQ|lweAywe B}
A\B={weN|weAyw¢ B}

| conjunto de
aticas, C el

Ejercicio 2.5 En la
(MNB)\C)\T.

[Ljexcicio describir OS corjuntos

rﬁg\ \

iedades asociativas (AUB)UC = AU(BUC), (ANB)NC=ANn(Bn()

Ejercicio 2.6 Sea {2 un conjunte.a
subconjuntos de €:

las propiedades siguientes para

iedades conmutativas AUB=BUA, ANB=BNA

3. Leyes idempotentes AUA=A, ANA=A

4. Leyes de simplificaciéon AU(ANB)=A4, AN(AUB)=A

5. Propiedades distributivas AU (BNC)=(AUB)N(AUC), AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)

Ejercicio 2.7 Determinar cudles de las formulas siguientes son correctas. Si alguna no lo es, dar un con-
traejemplo: A\B=B\A, ACB < AUB=B,ACB < ANB=A, ANB=ANnC = B=C,
AUB=AUC= B=C,A\(B\C)=(A\B)\C.



Ejercicio 2.8 Hacer la lista completa de los subconjuntos del conjunto {a,b, c}. ;Cudntos hay, incluyendo
el vacio y el total? Hacer lo mismo con el conjunto {a, b, c, d}.

Ejercicio 2.9 Una encuesta dio como resultado que a 50 personas les gustaba el café, a 40 el té, a 35 ambos
y a 10 ninguno de los dos. ;Cudntas personas respondieron a la encuesta?

Ejercicio 2.10 Sea A un conjunto con un ndmero finito de elementos, y designemos por n(A) a este niimero.
Si Ay B son conjuntos finitos cualesquiera, probar que:

U B) =n(A) +n(B) —n(ANB)
B)=n(A) —n(ANB)

2.11 Si A y B son conjuntos arbitrarios, se define la diferencia simétrica entre A a

relacién

Evidentemente, A A B =
(AUB)\ (ANB) (AAB
o bien que estan en lg
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3.1 Sean A y B conjuntos.

llama producto de A por B (o producto cartesiano), y se denota por
de los pares cuyo primer elemento es uno de A y cuyo segundo elemento
B. En simbolos:

Ax B={(a,b)|a€ A, be B}.

3.1.2 Si A={a,b,c} y B=1{1,2,3,4}, escribir todos los elementos de A x By de B x A.
JEs Ax B=Bx A?

3.1.3 Si A tiene m elementos y B tiene n elementos, jcudntos elementos tiene A x B?

3.1.4 Probar que:
1. Ax(BUC)=(Ax B)U(AxC(C).
2. Ax(BNC)=(AxB)Nn(Ax ().



Ejercicio 3.2 Sean A, B dos conjuntos.

3.2.1 Una funcién f de A en B es un subconjunto f C A x B tal que, para todo elemento
a € A existe un unico (a,b) € A x B (es decir, existe un tunico elemento del producto cuya
primera componente es a).

3.2.2 Sea A = {a,b,c}, B = {1,2}. Averiguar cudles de los siguientes subconjuntos de
A x B son funciones:

{(a,1),(a,2), (b, 1), (¢, 2)}.
{(a, 1), (6, 1), (e, 1)}
3. f={(a,1),(5,2)}.

C A x B se escribe f: A — B. Esta notacion es especialmente 1til en

3.2.6 Sean Z y Q el conjunto de los nimeros enteros y el de los racionales, respectivamente.
Se designan por Zg y Qg a los conjuntos de los enteros y racionales no negativos (es decir,
a los positivos junto con el cero). Se designan por Z, y Q, a los conjuntos de los enteros y
racionales positivos. Averiguar cudles de las férmulas siguientes definen una funcién:

1. f:Z — Z dada por f(n) = —n.
2. f:7Z — Zy dada por f(n)
3. [ :Zo— Z dada por f(n) = ++/n.

4. f:Q — Q dada por f(r)=1/(1—r).
5. f:Q — Qdada por f(r) =1/(1+r?).

n2.



6. f:Q — Q dada por f(r) = (r)'/3.
Ejercicio 3.3 Sea f : A — B una funcién.

3.3.1 Sea dira que la funcién f : A — B es inyectiva si todo elemento de B tiene un
antecedente a lo mds. Se dird que es sobre o suprayectiva si todo elemento de B tiene un
antecedente a lo menos. Se dird que es biyectiva si es inyectiva y suprayectiva, es decir, si
todo elemento de B tiene exactamente un antecedente.

ra las siguientes funciones, averiguar si son inyectivas, suprayectivas, bi
e las tres:

prayectiva. |/
S

3.4 Sea f: A — B una funcion.

A" C A se llama imagen de A’ por f, y se denota por f(A’) al subconj

fA) ={f(a) | a € A'}.
La imagen de todo el conjunto A tiene un nombre especial, la imagen de f, y una notacién
especial, im(f). La funcién f es suprayectiva si y sélo si im(f) = B. Si B’ C B se llama
imagen inversa de B’ por f, y se denota por f~!(B’) al subconjunto de A dado por

fH(B)={a€ Al f(a) € B}.

dado por

La funcién f es inyectiva si y sélo si, para cada b € B, f~'(B) es el conjunto vacio o un
conjunto con un elemento.

3.4.2 Hallar las imagenes de las siguientes funciones:



: Z — 7 dada por f(n) = —n.

: Z — Zy dada por f(n) = n?.

@\ {1} — Q dada por £(r) = 1/(1 - 7).
: Q — Q dada por f(r) = 1/(1 +1?).

:Q — Q dada por f(r) =3r — 1.

esponder a las cuestiones siguientes:
: Q — Qq estd dada por f(n) = n? hallar f~1(1/4), f71(2), f7*(3/4) y

71 (1/2).

Ejercicio 3.5

AR R .
AL S S

\7 Y "\
ones, fdr? s
A — L5dada

hallar gf v fg.

3. Sea R el conjunto de los niimeros réa "RXxR —= R, g: R — R definidas por

flay) =24y,  g(z) =sin(z).

rgf.
4. f ' R>RXxRXxR, g:RxRXxR—R,h:R— R definidas por
f(z) = (2 —32,2), g(y,z,t) =y + z+t, h(u) = cos(u)
hallar (g f), f(hg) y g(fh).
3.5.3 Descomponer en producto de dos factores las siguientes funciones de R en R:
1. f(x) = 2z + 1)3.
2. f(z) = 2?4+ 2.
3. f(z) = sin(3x).



4. f(x) = 2%+
5. f(z) = cos(z) + sin(x).
Seccion 4 Relaciones de equivalencia

Nota 4.1 Dado un conjunto A, una relacién es un subconjunto R C A x A. Como en el caso de las
funciones, en las relaciones se cambia la notacién: si (aj,as) € R, se escribe a; Ras. Una relacién se llama
de equivalencia si verifica las tres propiedades siguientes:

iedad reflexiva: para todo a € A es aRa.

iedad simétrica: a1 Ras = asRaq.

3. Propiedad transitiva: aj; Ras v a plican que a R

2. A es el conjpinto de Jogghabitantes de b
0
3. A es el conjurite 3s habita ”.’3{‘.',’

de los habitan
de primera i6n quep. A
2\¥d)

Ejercicio 4 | A igiar si las|sig %f tes relac

16n con la anterior?.

4.4 Averiguar si las siguientes relaciones son de equivalencia. En caso de que no lo sea
ades que fallan.

1. A es el conjunto de todos los tridngulos del plano, aRb < a se puede superponer con b por un
movimiento.

2. A es el conjunto de todos los triangulos del plano, aRb < a y b tienen el mismo perimetro.

3. A es el conjunto de todos los tridngulos del plano, aRb < a y b tienen el mismo nimero de lados
iguales.

4. A es el conjunto de todos los tridngulos del plano, aRb < a y b tienen un vértice comun.

5. A es el conjunto de todas las circunferencias del plano, aRb < a y b encierran circulos de la misma
area.

6. A es el conjunto de todas las circunferencias del plano, aRb < a y b tienen la misma longitud. ;Coincide
esta relacién con la anterior?



7. A es el conjunto de todas las circunferencias del plano, aRb < a y b son tangentes.

8. A es el conjunto de todas las circunferencias del plano, aRb < a y b son secantes.

Nota 4.5 Dado un conjunto a y una relacién de equivalencia R sobre A, para cada a € A se llama clase
de equivalencia de a, y se designa por aR al conjunto

aR={be A|aRb}.

Al conjunto de las clases de equivalencia se le llama el conjunto cociente de A por R,y se le denota por

4.6

equivalencia.

4.6.2 Probar que la uni
A.

Seccion

Ejercicio 1.

2. Probar que la ma
orden tres.

3 la matriz unidad de

Ejercicio 1.3 Hallar todas las matrices que conii i la matriz A en cada uno de los casos siguientes:

10 0
A:(_} _f) A=<(1) }) A=[01 0
31 2

Ejercicio 1.4 Sean A y B dos matrices cuadradas del mismo orden tales que A- B = B - A. Demostrar que:

1. (A+B)?=A?+2-A-B+ B2
2. A2—B>=(A+B)-(A-B).

n __ = n k n—k
3. (A+B) _kz_o < L )A . Bk,

Ejercicio 1.5 Sea E;; la matriz n x n que tiene un 1 en el lugar (4, j) y 0 en el resto. Calcular los productos
E; ; - By para cualesquiera valores de ¢, j, k, [ comprendidos entre 1 y n.



Ejercicio 1.6 Demostrar que toda matriz A € M(2 x 2, K) verifica la ecuacién:

A2 —(a+d)-A+(a-d—c-b)- I, =0,

a b
=(e4)
Ejercicio 1.7 Si A = (a;;) es una matriz cuadrada de orden n, entonces se define la traza de A, que
Tr (A), asi:

donde I5 es la matriz unidad de orden dos y

«'S
Ejercicio 1.8 A’o(p
; N :
1. Demost "7 de { 3 os élementos de la
diagonal i Abri . 3 A es 0.

diagonal s1
iciones

principal son iguales a 0. De
1. A es una matriz diagonal.

una matriz cuadrada que conmuta con todas las matrices diagonales de su mismo or

1.11 Responder a las cuestiones siguientes:

1. Hallar todas las matrices 2 x 2 cuyo cuadrado sea la matriz cero.
2. Hallar todas las matrices 2 x 2 cuyo cubo sea la matriz cero.

3. Hallar todas las matrices 2 x 2 cuyo cuadrado sea la matriz unidad.
Seccién 2 Determinantes y sistemas

Ejercicio 2.1 Calcular los siguientes determinantes:

1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1
0 1 —1|, 0 -1 1], 0 -1 1|, |-1 2 -3
1 -2 3 -1 2 -3 ~1 1 -2 1 -1 2



-1 -1 of, [1 2 -1/, 2 1 1],
-1 1 -2 1 -1 2 -4 -1 -3

0 -1 1 -1 0 -1 1 -1 0 -1 1 -1
2 1 0 1 0 1 0 -1 0 1 0 -1
—2 -1 1 -2 0 -1 -1 2| | -1 -1 -1 1
3 1 -1 3 -1 1 1 -3 0 1 1 -2
0 -1 1 -1 0 -1 1 -1 0 -1 1 -1
1 1 -1 1 -1 1 -1 -1 31 1 1
0 -1 2 -1 | -1 -1 -1 1] |0 -1 2 -1
0 1 -3 2 -1 1 0 -2 2 1 -1 2

2.2 En cada una de las series de determinantes que siguen (A, B 6 C), se pueden cal
primero. Por ejemplo, se pueden calcular A42, A43, A44, A45, A46, A47 y A48 a pa
piedades de las aplicaciones multilineales alternadas. Calcular los tres primeros det
so, calcular los siguientes haciendo uso de esas propiedades y explicando cuéles se ha

0 -1 1 -1 6 1 -1 )
2 1 0 1 2 1 0 1
Adl = -3 -1 1 =3 A12 = -3 -1 1 =3
4 1 -1 4 4 1 -1 4
0 -1 1 -1 -3 -1 1 -3
2 1 —4 1 0 -1 1 -1
A43 = -3 -1 7T =3 Add = 2 1 0 1
4 1 -9 4 4 1 -1 4
0 -1 1 -1 -1 1 -1 0
2 1 0 1 1 0 1 2
Ad5 = 4 1 -1 4 |’ A46 = -3 1 -1 =3}
3 1 -1 3 4 -1 1 4



2 0 2 1 0 1 3 -1
AT = -3 1 -2 -3 A48 = -3 -1 3 -3
4 -1 2 4 4 1 -3 4
0 -1 1 -1 2 1 3 =3
2 1 0 1 2 1 0 1
Bal = -1 -1 -1 10 B4z = -1 -1 -1 1’
2 1 1 0 2 1 1 0
2 1 3 -3 0 -1 6 -1
5 4 3 =2 2 1 -5 1
B3 = -1 -1 -1 1 B4 = -1 -1 4 1’
2 0 0

2.3 Consideremos la sucesién de Fibonacci, definida por las siguientes relaciones:

a1 =1, aa=2y ant2 =an +ant1 (Vn>1)

que el n-ésimo término a,, de la sucesion de Fibonacci es igual al determinante de la

siguiente:
1 10 0 - 0 0
-1 11 0 - 0 0
0o -1 1 1 - 0 0
o o090 -+ —-11
Ejercicio 2.4 Establecer las siguientes identidades:
rT—y—=z 2x 2x
2y —r4+y—=z 2y =(z+y+2)>
2z 2z —r—y+z



1 1 1
T Y z =0
y+z z+x x+y
1 1 1 - 1
-1 =z 1 - 1
-1 -1 =z --- 1 = (z+ 1)1
-1 -1 -1 x

(En este ultim

Ejercicio 2.5 Sea L5 . ; 2 adradas de 3, definidas O sigue:

Se pide:

ar que det A, = (a + b)detA,_1 — b(a — b)" L.

ar por induccién que det A, = 3[(a+b)" + (a — b)"].

Jjercicio 2.6 Calcular la matriz inversa de cada una de las matrices siguientes:

1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1
2 1 1|, -1 1 -2 |, —2 -1 -1
-3 -2 -1 0 1 -1 3 2 1

1 1
3 1
4 3
0 -1 1 -1 0 —1 1 -1
-1 1 -1 -1 -1 1 -1 -1
4 =3 2 5 |’ —2 0 -1 -1
-2

2 1 1 0



0 -1 1 -1 0 -1 1 -1

0 1 0 -1 -1 1 -1 -1
-1 -1 1 -1}’ -2 4 -1 -5
0 -1 1 0 2 -3 1 4
0 -1 1 -1 0 -1 1 -1
-1 1 -1 -1 -1 1 -1 -1
—4 5 =2 =7’ 2 0 1 1
2 =2 1 3 6 —1 3 4

2.7 Averiguar si los sistemas siguientes son de Cramer y, en caso positivo, resolverlos

201 — X9 —x3 = T1+To+2x3 = —1
3xr1 +4xs — 2z

1 +3x9 + 523+ Ty, = 12 1+ 29 +3x3+4x4, = 0

3rx1 +5xo+Tx3+24 = O T1+ T+ 203+3x4 = 0

S5r1+T7xo+x3+3x4 = 4 1+ 50+ 23+214 = 0

Tx1 +x9 +3x3+ 54, = 16 1+ 5xs +52x3+2x4 = 0
1+ zrot+zr3t+zst+a5 = 0

T, —To+ 203 —2x4+3x5 = 0
1+ 20 +4x3+424+925 = 0
1 — To+ 8xr3 —8xy + 2725 = 0
r1 + x9 + 163 + 1624 + 8l = 0
1+ xot+234+24 = 0
Tot+rst+x4+25 = 0
T, 4+ 225 +3x3 = 2
o+ 23+ 34 = -2
T3+ 2x4 +3x5 = 2



T + 4xo + 623 + 424 + x5
Ty + xo + 4dag + 624 + 4y
41 + 9 + 3 + 424 + 625
6x1 + 49 + 3 + x4 + 45
4x1 + 629 + 423 + T4 + X5

201 + x9 + 13 + 4 + T5
x1 + 229 + 3+ T4 + 25
r1 + 2o+ 3x3 + x5 + 75
Ty + To + T3 + 43 + 75
Ty + To + T3 + T4 + D5

r1 + 2x9 + 3x3 + 44 + D15
2x1 + x9 + 223 + 314 + 45

— o=

2x + 224
2 3 T4
1 233 + 2
Ejercicio 2.8 Se dan ufios si e iones e
de los parametros log/sistémas n 0
los parametros par, e de Cramier
1 T a
1 = a
a z a® !
1M
a a2 3
b b=y = 3
. L
c &
Bl ~ 08/
1 -
ab 1 =
2
-~
1
3
41
a—1 Y
+ a
a#1 +
2a — a—
4da—1 3a F
a b 2 T
a 2b—-1 3 y | =
a b b+3 z
3a 3a—T7 a-—5 x
2a—1 4a-1 2a Y
da S5a—T7 2a—5 z
2a4+1 —a a+1 T
a—2 a—1 a—-2 Y
2a—1 a—1 2a-—1 z
5a+1 2a 4da+1 T
4da—-1 a—-1 4a-1 Y
6a+2 2a bHa+2 z
2a+1 —a —a—1
3a —2a+1 —-3a+1
a—+ 2 -1 —2a

Il
coococo

2
0
3
-2
5
= 13
= 10
= 11
etro riguar para qué valores
lo S va, enteros positivos de
x
Y
1 z
a t 3
1 T
y =
1 z
“[x 1
x| 2
= a+1
1
1
1
2b—1
a—1
= a+1
0
a—1
= a
a
a+1
= -1
2—a
2a
= a+1
2



2a+2 3 a T a+4
4a—-1 a+1 2a-1 y | =1 2a+2
5a—4 a+1 3a-—4 z a—1
a 2a—1 a+2 x 1
0 a—1 a-3 y | =1 1+a
a 3a—2 3a+1 z 2—a
3a—1 2a 3a+1 T 1
2a 2a 3a+1 y | = a
a+1l a+1 2a+2 z a?

2.9 Hallar la matriz incégnita X en las siguientes ecuaciones:

X — (4 O
2.
3.
4.

Ejercicio 2.10

‘ LA %
Ejercicio 2.11 Responde as ig ie»
i

one
1. ;Qué figura del plano forgangdos pareg (z,u) p al% la
€ Y
1
3

-3 1

invertible?

2. Hallar los puntos del plano para los que ninguna de las dos matrices
1 1
11, 1
1 1

3. (Qué figura del plano forman los pares (x,y) para los que la matriz

w8
—= W
N W R
B~ we

es invertible.

2?4+y? oz oy 1
5 1 2 1
5 2 1 1
18 3 -3 1

no es invertible?



4. Hallar los puntos del plano para los que ninguna de las dos matrices

2 2

ety =z y 1 v oy 1
5 2 -1 1 71
13 2 3 1|’ % 3
2 1 11

es invertible.

Ejercicio 2.12 La resolucién de un sistema de ecuaciones lineales por la regla de Cramer se suele usar para
j vas. En este ejercicio damos unos ejemplos de ello:

r a,b, c de tal manera que la curva de ecuacién y = az? + bx + ¢ pase por los puntos (

1).

(-1,2).
3. Hallar a,b,c,d de tal

Ejercicio 3.3 Dadas la

Ejercicio 3.4 Dadas las matrie
escalonadas por filas de ellas.

3.5 Dadas las matrices del ejercicio 3.2, hallar formas escalonadas por filas de las for
columnas de ellas.

3.6 Halllar formas escalonadas por filas de las matrices siguientes:

-1 2 4 -4 5 —10 -1 6
—2 4 0 -2 6 —-12 -1 8
1 -2 -2 2 |’ 9 —-18 -8 16
—2 4 -1 =2 0 0 3 =2
—4 8 3 —6 -1 2 11 -6
—4 8 —3 =2 00 -8 4
—6 12 1 -8 |’ -1 2 =20 6
7T —14 1 8 0 0 -16 6
2 —4 7T =2 7 -5 =25 -19
3 —6 22 -8 12 -6 —-34 -26
—2 4 -19 8 |’ -5 3 17 13
-5 10 —-34 12 14 -7 -38 -29



Ejercicio 3.7 Dadas las matrices del ejercicio 3.6, hallar formas escalonadas por columnas de ellas.

Ejercicio 3.8 Dadas las matrices del ejercicio 3.6, hallar formas escalonadas por columnas de las formas
escalonadas por filas de ellas.

Ejercicio 3.9 Dadas las matrices del ejercicio 3.6, hallar formas escalonadas por filas de las formas escalo-
nadas por columnas de ellas.

Ejercicio 3.10 Una matriz de determinante 1 es producto de matrices elementales de tipo 1. Comprobar que
1 es matrices tienen determinante igual a 1 y descomponerlas en producto de matrices S

1 -

5

D . '\
mas de ecuac \--
\ bro

—_ W = =
e =
W DN Ot
—_ o =

Ejercicio 3.12 Hallar las reducidas por filas de las matrices siguientes:

11 -3 -1 2 1 1 2
2 1 =2 1 1 3 1 5
1 1 1 3|’ 11 5 =7
1 2 -3 1 2 3 -3 14

10



oW N
—
|
ot

N W NN ~
=W N =
—
N Ut = W
IS SNNGUN V]
oo oo

3

0

3

6
2 1 -1 1 1
3 -2 2 -3 2
5 )
2

Ejercicio 3.1
del ejercicio 3.1

Ejercicio 3.15 Para los'sig e i de . A1 son verdaderos dar una

istema compatible determinado puede tener mas ecuaciones que incoégnitas.

stema compatible determinado puede tener més ecuaciones independientes que incog

todo sistema incompatible se verifica que el niimero de ecuaciones independientes
igual que el de incégnitas.

5. El nimero de ecuaciones independientes de todo sistema compatible indeterminado es menor que el
ndmero de incégnitas.

6. No existen sistemas compatibles indeterminados con el mismo niimero de ecuaciones que de incégnitas.

Ejercicio 3.16 Responder a las siguientes cuestiones si se puede. Tanto si se puede como si no, dar una
razén del por qué.

1. Dar un ejemplo de un sistema incompatible con dos ecuaciones y tres incégnitas.
2. Dar un ejemplo de un sistema compatible determinado con tres ecuaciones y dos incognitas.

3. Dar un ejemplo de un sistema incompatible con tres ecuaciones y dos incognitas.

11



4. Dar un ejemplo de un sistema compatible indeterminado con tres ecuaciones y tres incognitas

5. Hallar un sistema de ecuaciones cuya solucién general sea

=7
xlz?—i—t, To=u, x3=3t—2u

6. Hallar un sistema de ecuaciones cuya solucién general sea

r1=-94t xo=-104+2t, xz3=—t.

r un sistema de ecuaciones cuya solucién general sea

—13 12

T3 =uU, x4 =0+ 2u

5. degir si sen
razén breve y si son falsos)dar un, conttacjemplo

5. Si A es ¢ &) matuiz B de rela% s filas (resp.
columnas) cuyg ﬁ‘ eros” | &\

e os corrwe

Ejercicio 3418 Hallarlos !ii 5. de pardmetros:

3.19 Se pide:

r los valores de « para los cuales las matrices

31 1 4 31 1 4
1 4 10 « ) a 4 10 1
a) 1 7 17 3 ) 1 7 17 3
2 2 4 3 2 2 4 3

tiene rango minimo. Hallar el rango de dicha matriz para los distintos valores de a.

2. Calcular el rango de la siguiente matriz para los distintos valores de «

1 o -1 2
2 -1 a b
1 10 6 1

Seccioén 4 Espacios vectoriales
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Ejercicio 4.1 Demostrar que el conjunto
QV2) ={z+yV2:2€QyeQ}

posee estructura de Q—espacio vectorial respecto de las operaciones inducidas en dicho conjunto por la suma
y el producto de ntimeros reales. Hallar una base y la dimensién de dicho Q-espacio vectorial.

Ejercicio 4.2 Dado el conjunto V = C x C, probar que:

1. Se puede dotar a V' de estructura de C—espacio vectorial, respecto de las operaciones usuales.

ede dotar a V' de estructura de R—espacio vectorial, respecto de las operaciones usua

njunto {(1,0),(0,1)} constituye una base del C—espacio vectorial V.

4. El conjunto {(1,1),(1,4), (¢, 1), (i oScuye un
Ejercicio 4.3 Sea V un K=€SpacioWectorial de dimensid ta. 0 equivalentes las condiciones
siguientes:

1. V posee una 1

a indeter ada 2 ¢on coeficientes

on os siguie m?s de V (3):
Ny

de los siguientes conjuntos de vectores:
):(0,2)}.

):(2,2), (=1, 1)}

3. {(1,1),(0,2),(3,1)}.

Ejercicio 4.8 ;Existe algin valor de o para el cual sean linealmente dependientes los vectores de R* : a =
(o, —1,0,1),b = (0,0, —1,1) y ¢ = (1,0, —1,2)?

Ejercicio 4.9 Sean V un Q-espacio vectorial de dimensién 3 y B = {u;,ug, uz} una base de V. Conside-
remos los vectores de V' cuyas coordenadas respecto de B son:

1. a; = (2,3,5), as = (3,7,8), a3 = (1,—-6,1), b= (7,—2,m)
2. a1 = (4,4,3), ay =(7,2,1), a3 = (4,1,6), b= (5,9,m)

3. a1 = (3,4,2), as = (6,8,7), b = (9,12,m)

4. a; =(3,2,5), ax = (2,4,7), a3 = (5,6,m), b= (1,3,5)

13



5. a; = (3,2,6), a = (7,3,9), a3 = (5,1,3), b= (m,2,5)

En cada caso, hallar m para que el vector b sea combinacién lineal de los vectores a;.

Ejercicio 4.10 En el R-espacio vectorial R? se consideran los siguientes conjuntos de vectores: A =
{(1,5,1),(2,1,0)}, C ={(1,5,1),(2,1,0),(1,0,0),(0,0,1)}. Se pide:

1. Probar que A es un conjunto linealmente independiente y que C' es un sistema de generadores de R3.

2. Encontrar una base B que contenga al conjunto A y esté contenida en el conjunto C.

4.11 Sean V un K-espacio vectorial y {uy,... ,u,} un conjunto de vectores lineal -
de V. Seaa=aju; +---+ ayu,, con o; € K(i =1,---,n). Probar que son equival

conjunto {u; —a,--- ,u, —a} es lin

2. a1+ -+ a, #1.

Ejercicio 4.12 Si K es uh Guerpoyy K esin-subcterpo de-A bat’ que LS puede ser considerado de

f;l;rﬁ;il;?tural como paciOyvedtoria i, ¢ -‘\‘ ‘R &\_ €, hdllar una base de C como R-espacio
AR,y - A

Ejercicio 4.13 el conjunto,detb énerpo K. Probar

que:

. s s i N S
Ejercicio 4,1 & ) Al Tjunih R étricas. Se

Ejercicio 4.15 Estud
cados:

¥ los espacios R™ indi-

L A=A{(zy,2)
={(z,y) eR? 1z =y -3}

A={(
A={(
{(z,y,2,t) ER*: z =2z — t} CRL
(
(

2.

{(z,y,2,t,u) ER® :x=t,2=y+u} CRO.

={(z,y,2,t) eER*: 20 +y =1} C R

Ejercicio 4.16 Consideremos el K—espacio vectorial K™, y los subconjuntos
A=A{(z1,...,20) 214+ +x, =0}
B={(x1,...,xn) 1+ - +z, =1}

(Es A un subespacio vectorial de K™? ;Y B?

Ejercicio 4.17 Justificar razonadamente la veracidad o falsedad de los siguientes asertos:
1. El conjunto {(z,y) € R? : x < y} es un subespacio vectorial de R?.

2. Si {uy, uz,us} es una base de R? y a es un vector no nulo de R?, entonces {a +u;,a+ uz,a+usz} es
otra base de R3.
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3. Si{aj,...,a,} es un conjunto linealmente independiente de R™, entonces r < n.

4. El subespacio vectorial {(x,z, ) : z € R} de R? tiene dimensién 3.

5. La variedad lineal de R? generada por el conjunto {(1,2,1),(2,2,1)} es
{2z,2z+2y,z+y) :z € R,y € R}.

6. Si F, G son variedades lineales de un espacio vectorial de dimensién finita, entonces

F C G < dim(F) < dim(G).

b, c son vectores de R™, entonces no pueden existir cuatro vectores linealmente indepe
iedad lineal L(a,b,c).

= (o, —2,—2) generen el mismo

strar que F' es un subespacio vectorial de R?, hallar una base de F y completarla ha:
ase de R3.

4.24 Sea V un K-espacio vectorial de dimension 3 y consideremos los vectores d
(a,1,-2),b = (1,,2),c = (20, 1,0). Se pide:

1. jPara qué valores de « constituyen una base de V7
2. ;Existe algin valor de « para el cual dim L(a, b, c) = 17.

3. Estudiar, en funcién de «, los distintos valores que puede tener dim L(a,b).

Ejercicio 4.25 Se pide:

1. Determinar el subconjunto F' de R? caracterizado por la siguiente condicién:

rT—yY—=z 2x 2x
(z,y,2) € F < det 2y —r4y—z 2y =0
2z 2z —r—y+z
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2. ;Es F un subespacio vectorial de R3?. En caso afirmativo, hallar un sistema de generadores de F.

Ejercicio 4.26 Sea V un K—espacio vectorial y F, G dos variedades lineales de V, distintas de V. Probar
que el conjunto F'U G es distinto de V.

Ejercicio 4.27 Sea V un K-espacio vectorial y F, G dos variedades lineales de V. Probar que son equiva-
lentes las condiciones siguientes:

1. F UG es una variedad lineal de V.
G o bien G C F.

V igual a la unién de dos variedades lineales distintas de V7.

ar la dimensién de cada una de ellas y una base contenida en el sistema de generadore

esar los restantes vectores que generan la variedad, como combinacién lineal de los ve
obtenida.

Ejercicio 4.32 Sea V un K-espacio vectorial. Probar que si la dimensién de la suma de dos variedades de
V' es una unidad mayor que la dimension de su interseccién entonces la suma coincide con una de ellas y la
interseccién con la otra.

Ejercicio 4.33 Sea V un Q-espacio vectorial de dimensién 5 y B una base de V. En cada uno de los casos
siguientes, hallar un sistema de ecuaciones paramétricas y un sistema de ecuaciones implicitas independientes,
de las variedades lineales que se indican:

1. Ly = L((1,0,1,—1,1),(1,1,1,0,0)).
2. Ly=L((0,1,2,1,0), (1,1,—1,-2,1),(3,—=1,-7,—8,3)).
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Ejercicio 4.34 Sea V un Q-espacio vectorial de dimensién 4 y B una base de V. En cada uno de los casos
siguientes, se consideran las variedades lineales L; y Lo engendradas por los vectores cuyas coordenadas
respecto de B se dan:

L, = L((1,201),(1,1,1,0))
L, = L((1,0,1,0),(1,3,0,0))
L, = L((1,2,1,-2),(2,3,1,0),(1,2,2,-3))
L, = L((1,1,1,1),(1,0,1,-1),(1,3,0,—4))
L, = L((1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,0,1,1))
L, = L((1,0,1,0),(0,2,1,1),(1,2,1,2))
imensién y una base de L1 + Lo y L1 N Lo.
4.35 Sea V un Q-espacio vectorial de dimensién 4 y B una base de V. Sea L la vari 1

sada, respecto de la base B, como_sig
Y\
1. Hallar la dimén ana base Cd€1a vz

3. Hallar u ] Z e lentaria de L.

lineales de

son variedades lineales de R3.

=GoH.

Ejercicio 4.38 Sea V = F(R;R) el R-espacio vectorial de las aplicaciones de R en R y consideremos los
subconjuntos de V:
G={feV:f(z)=f(—x)Vz eR}

H={f€V:fz)=—f(-z) V& € R}
Probar que:
1. G y H son variedades lineales de V.
2. GNH = {fo}, siendo fo € V la aplicacién definida por: fo(z) =0 (Vz € R).
3. V=GoH.
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Ejercicio 4.39 Sean V un Q-espacio vectorial de dimensién 4, B = {uy,us,us,us} y B’ = {u'y,u’2, u's, 0’4}
dos bases de V relacionadas por:

u, = 2u + u; — us
uy = 2uy + u3 + 2wy
u's = u; + u, — us
u, = —u + 2us + 3uy

1. Se consideran los vectores cuyas coordenadas respecto de la base B se dan:

ag =(1,2,0,1), bg=(3,-1,2,1), ¢ =(0,1,-2,3), dg = (1,2,1,2).

minar sus coordenadas respecto de B’.

{u'1,u’9,u'3} dos

(2u; +up — Usy, uz + 27

%‘y
A\

)
2. Sus ecnacioness ph’ciﬁé‘l a

Ejercicio 4.41 Sea V uiv
qy {vi,...,vp} vectores de

e una base B de L y unos vectores vp41,...,Vvp—q € V tales que el conjunto:
BU{vVi,...,Vp,Voi1,..., Vp_q}
es una base de V.
Ejercicio 4.42 Sea V un K-espacio vectorial de dimensién 5, B = {uy,... ,us} una base de V' y Ly, Lo

las variedades lineales de V' definidas por:

X1 — Ty = 0
Ll X9 — X3 = 0 Lg{xl — X4 = 0
To — I3 + x5 = 0

Sean x,y € V los vectores cuyas coordenadas en la base B son (0,0,0,0,1) y (2,—1,—1,2,—1), respectiva-
mente.

1. Los vectores x,y json linealmente independientes médulo L4 7.

2. Calcular una base de Ly/Ly que contenga a x + L.

18



3. Calcular las coordenadas de (1,1,1,1,1) 4+ Ly respecto de la base anteriormente considerada.

Ejercicio 4.43 Sea V un K—espacio vectorial de dimensién n y L una variedad lineal de V' de dimensién
r < n. Probar que existen n — r variedades lineales Hy,--- , H,_, de V tales que:

l.dim Hi=n—-10G=1,--- ,n—r).
2. L=HNn---NHp_,.

Seccion 5 Aplicaciones lineales

5.1 Dadas las aplicaciones siguientes:

2 — R3 definida por f(z,y) = (v —y,x —z 4 y).

: Q% — Q3 definida por f

N o R
N I U I S e

10. ).
Se pide:
1. Estudia

2. Determine

4

3. En las aplicac asociada respecto

de las bases

las bases canénicas de Q3 y Q2, respectivamente. Se pide:
1. Hallar la imagen por f de un vector arbitrario (z,y) de Q? por f.
2. Hallar £(1,2), f(—3,1), f(2,-5).
Hallar £=(5,3,3), f~'(1,1,—~1), f~1(0,0,1).

Probar que f no es suprayectivo y hallar Img(f).

AN Sl

Probar que f es inyectivo.
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Ejercicio 5.3 Se consideran las aplicaciones lineales f, f/ : Q2 — Q3 y g,¢' : Q> — Q? cuyas matrices,
respecto de las bases candnicas, son :

2 -1 12
A=| -1 o], A=[2 -1 |,
3 3 4 -3
(1 23 ., (210
B_<210)’ B_<133>

r las matrices, respecto de las bases candnicas, de las aplicaciones lineales:
(f+feg; (f+f)eg" ;s folg+yg); flolg+d); go(f+ 1)

golf+1); : (g;rg’ . s (f+f)olg+d)

3 c idad ectividad dedas antdrigres aplicaciones lineales.

o~ veetorialeMi( 2, 2Mdeta ces guadradas de orden dos con

&

{V1, Vo, V3}
licacion lineal

Ejercicio 5.6 Sean V' y
B’ = {u}, u), uy} una base de

ctorizacién canonica de f.

Ejercicio 5.7 Sean V un Q-espacio vectorial de dimensién 4 y B = {u;,us,us,us} una base de V. Sea
F :V — V el endomorfismo de V dado por:

F(ul) = 3111 - us — Uy
F(UQ) = ].5111 — 5112 + 13113 + 6114
F(U3) = 2lu; — bduy + 3us + 8uy
F(U4) = —12u; + 3u, -— us

Calcular las ecuaciones de F' respecto de la base B’ = {u';,u’2u’s, u'4}, siendo:

u;, = 2u + u; — us
uy, = 2u + us + 2uy
u; = u; + u; — us
u, = -u + 2uz3 + 3uy
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Ejercicio 5.8 Se considera el espacio vectorial M(2,2) de las matrices 2 X 2 con coeficientes racionales y

en ¢l la matriz
7 5
a=(13)

Sea f: M(2,2) — M(2,2) definida asi: f(X)=A-X paracada X € M(2,2). Se pide:
1. Probar que f es un endomorfismo de espacios vectoriales.
2. Hallar las ecuaciones de f respecto de la base candnica de M(2,2).

un automorfismo?.

5.9 Sea V un Q-espacio vectorial de dimensién 4 y B = {u;, us, us, uy} una base d -
s variedades L y L' de V', y el endomorfismo_f definidos por:

Se pide:
1. Hallar

3. Hallar|una base,y un :“‘ e} ectiaci , o ), f(L+L')
v f(L '

2. Sea B’ una base arbitraria de ! o-de B". Demostrar que A2 = A.

5.11 Sea V(3) el subespacio vectorial de R[X] cuyos elementos son los polinomio|
ual que 3. Dados los polinomios Q1(x) = z* — 1y Qa(z) = 2* — z, se considera 1
V(3) definida asf:

@(P(x)) = resto de la division del polinomio Q1 (z) - P(x) por el polinomioQs(x)
Probar que ¢ es un endomorfismo de V(3) y determinar Ker(y) e Img(y).

Ejercicio 5.12 Sean V = M (2,2) el espacio vectorial de las matrices 2 x 2 sobre Q, B = {uy, uz,us,us}
la base candnica de V 'y f: V — V el endomorfismo definido por la relacién f(X)=A-X — X - A | donde

A es la matriz
1 1
1 2

Se pide:
1. Calcular las ecuaciones de f respecto de B.

2. Probar que V = Img(f) @ Ker(f).
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3. Usando el apartado anterior, probar que Img(f) = Img(f?). Deducir de aqui que Img(f) = Img(f") ,
para cada n > 0.

Ejercicio 5.13 Sea f : V — V'’ un homomorfismo entre los K—espacios vectoriales V'y V', y sea {vy,...,v,}
una base de V. Probar que:

1. f esinyectivo <= {f(v1),..., f(vn)} es un conjunto lincalmente independiente.
2. f es suprayectivo <= {f(v1),..., f(vyn)} es un sistema de generadores de V".

biyectivo <= {f(v1),..., f(vn)} es una base de V.

5.14 Sea V un k—espacio vectorial y f un endomorfismo de V. Se pide:

robar que si V' es de dimensién finitase yaivalentes:

f es suprayectivo.
f es inyectivo.

f es biyectivy/

o (P(X)) = P(X —a

ds‘rilie para cada'a\e

()02(X3_ 2 L) 3 " X

1. Demostrar que ¢, es

2. Calcular:

robar que la aplicacién F' : R — End(V) definida por: F(a) = ¢, (para cada a € R
morfismo de espacios vectoriales.

4. Demostrar que V(n) es un subespacio de V invariante por ¢, para cada a € R y para todo n > 0.

Ejercicio 5.17 Sean V y W dos K—espacios vectoriales de dimensiones respectivas my n,y f : V — W
un homomorfismo.

1. Sean wi,...,w, € Img(f) linealmente independientes, y vi,...,v, € V tales que f(v;) = w; (1 =
1,...,p). Sea {uy,...,uy} una base de Ker(f).

(a) Probar que H = {v1,...,Vp,u1,...,u,} es linealmente independiente.

(b) Probar que si {wy,...,w,} es una base de Img(f), entonces H es una base de V.
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2. Probar que existen bases By C de V' y W respectivamente tales que la matriz de f respecto de dichas
bases sea de la forma:

Ipxp 0px (n—p)
O(m—p)xp O(m—p)x (n—p)
en donde p = dim Img(f) e I, 0 son las matrices identidad y nula, respectivamente, de los érdenes que

se indican.

Ejercicio 5.18 Sean V y W dos k—espacios vectoriales, y f : V — W una aplicacién. Sean L y L’ dos
lineales de V' tales que V' = L+ L/, y supongamos que fi, : L — Wy fip,: L' = W's
marse que la aplicacion f es lineal?.

5.19 Sea V un Q-espacio vectorial de dimensién n y sean f,g € End(V). Consi a
aplicacién ¢ : V — V x V definida por: (v (f ide:

1. Demostrar que ¢ es linea

W o D o
3. Sea V = Q?, B canénicd”de @ Lalach e . Si fygson

Hallar

1 @ Ly. Sean
nida por 1) + f2(va),

NS

Ejercicio 5

f1 € End(L
donde v = )

2. Tmg(f)
3. Ker(f)

ariedades lineales L1, Lo, L3 y Ly de V engendradas por los vectores cuyas coordenad o)

ican:

Ly = L((l, 2, 3), (3, 6, 7)) Ly = L((Q, -3, 1), (3, -1, 5), (1, —4, 3))
Ly = L((4a -2, 6)a (67 -3, 9)) Ly= L((5747 3)a (37 3, 2)3 (8a L, 3))

Sea V* el espacio dual de V y B* = {u}, uj, ui} la base dual de B. Hallar la dimensién y una base de las
siguientes variedades lineales de V* : w(L1),w(La),w(L3) y w(Ly).

Ejercicio 5.23 Sea V un R-espacio vectorial de dimensién 4, B = {uj,us,us,us} una base de V, y B* =
{uj,u},uj,u;} la base dual de B. Dados los vectores siguientes:

a=3u; +uz +ug —uyg, b=u; +2us +usz, c = —5uy + 5us + uz + 3uy,
d = —3u; + 4uz + uz + 2uy, a* = uj — uj +uj + 2u;
se consideran las variedades lineales Ly = L(a,b,c,d) y Ly = L(a*). Se pide:
1. Hallar la dimensién de L; y de w(L;). Obtener una base de w(Lq).
2. Hallar una base de w(Lz).
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3. Dar un sistema de ecuaciones implicitas de Ly (respecto de B) y de Lo (respecto de B*).
4. Hallar una base de L1 Nw(Lsy) y otra de Ly + w(La).

5. Hallar una base de w(L; Nw(L2)) y otra de w(Ly + w(L3)).

Ejercicio 5.24 Sea V = M(2,2) el espacio vectorial de las matrices 2 x 2 sobre Q , B la base candnica de
Vy f:V — V laaplicacién definida por: f(X)= AX — XA~!, siendo

(1)

allar las ecuaciones de f respecto de.3-

strar que f es lineal.

g(f™), para cada n > 0.

Ejercicio
sus duales.

ar que f! es inyectiva (resp. suprayectiva) si y sélo si f es suprayectiva (resp. inyecti

: Hom(V,W) — Hom(W*,V*) la aplicacién definida por : T(f) = f!, para
(V,W). Probar que F' es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Ejercicio 5.26 Sea V un k-espacio vectorial de dimensién n, y sean L1, Ly C V dos variedades lineales tales
que V= Ll D L2.

1. Probar que V* = w(L1) ® w(La).
2. Sea B ={uy,...,u,} una base del espacio vectorial V tal que
L1 :L(ul,... 7llr), LQZL(U.T+1,...,11”),

y sea B* = {u],... ,u;} la base dual. Probar que w(L;) = L(u},,...,u},) y w(Lz) = L(uf, ..., u}).
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Ejercicio 5.27 Se considera el R-espacio vectorial V = R*. Sea B = {u;,uy, u3,us} donde:
u; = (17 07 _17 0)7 uz = (07 17 Oa _1)7 us = (07 07 17 0), uy = (07 07 07 1)
Sea V* el espacio vectorial dual de V' y x7, x5 € V*, definidos por:
xi(a,b,c,d)=2a—b+c—d
X5 =2u] —uj +uj; +u}
* = {u},u;,uji, ui} es la base dual de B. Se pide:
(71, 22,73, 74) respecto de la base canénica de R?*, calcular u}(x), para i = 1,2, 3,4

= ((1,1,—-1,-1),(1,0,—1,1)) ( S o_a la base candnica), calcular las ecuac
respecto de la base B y un sistema nes implfaitasde.w(L) respecto de la base B*.

Calcular las ecuaciones, respecto de B y B’ de la aplicacién lineal candnica:

p:V — V/ker(p)
Seccion 6 Autovalores y autovectores

Ejercicio 6.1 Los siguientes polinomios tienen todas sus raices racionales o complejas con coeficientes ra-
cionales. Hallarlas.

1. fi=22% 2222 +1.

2. fo =323 —72% 4+ 8z — 2.

3. f3 =8x% + 152* — 262> — 2922 + 362 — 4.

4. fy = 2525 — 102° — 1492* + 26023 — 16122 + 387 — 3.
5. f5=8x°% — 122 — 2623 + 4722 — 24z + 4.
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6. fo = 4x* — 2023 + 4222 — 562 + 40.

7. fr =25 —20x — 423 + 142% + 2*.

8 fs=2a°—3x* — 2% + 72?2 — 4.

9. fo=162% + 322° 4 2162* + 4002> + 82522 + 1250 + 625.
10. fio = 90020 — 11402° + 361z* + 602® — 3822 + 1.

6.2 Las matrices siguientes tienen polinomios caracteristicos con raices racionales y, jas
nentes racionales. Hallar estos polinomios caracteristicos y los autovalores:

a base de C? formada por autovectores de dicha matriz?.

Ejercicio 6.4 Dada la matriz
6 6 4 4
-4 -2 0 —4
0o -2 -2 2
-4 —4 -4 -2

A =
1. Demostrar que A es diagonalizable sobre C.

2. Hallar una matriz diagonal D y una matriz invertible P tales que A = PDP~!

3. Demostrar que A no es diagonalizable sobre R.
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Ejercicio 6.5 Estudiar para qué valores de a y b es diagonalizable la matriz

a b 0
A= 0 -1 0
0 01

En los casos afirmativos, hallar su forma diagonal D y obtener una matriz invertible real P € M(3,3) tal
que P7'AP =D

Ejercicio 6.6 Sea V un Q-espacio vectorial, B una base de V' 'y f, g, h € End(V') de matrices, respecto de

0 12 -20 -32 1 0 -2 -2
-1 7T =9 =15 0 1 -1 -1

1 10 -19 0 -2 4 )
-1 -4 0 —4

respectivamente. Se pide:

Se pide:
1. Probar que V=L @& Ly y que V =

ar que L1 y Lo son invariantes por f y que Li y L3 son invariantes por g.

lar una base C de V tal que la matriz de f respacto de C sea diagonal por cajas y ¢
iz. (La misma cuestién para g).

4. Calcular los autovalores de f y g y las ecuaciones de los subespacios propios asociados a dichos auto-
valores y decidir si f y/o g son diagonalizables.

5. En el caso de que g sea diagonalizable, calcular una base de autovectores de g y una matriz P tal que
D = P7'BP donde D es la matriz diagonal.

Ejercicio 6.9 Sea V un Q-espacio vectorial de dimensién 3 , B = {uj,us,u3} una base de V'y f un
endomorfismo de V' cuya matriz respecto de la base B es:

-2 1 0
A= -1 0 0
-1 1 -1

Se pide:
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1. Hallar la forma candnica de Jordan de f y obtener, razonadamente, una base candnica para f y una
matriz de paso.

2. Calcular A2000
Ejercicio 6.10 Sea V un C-espacio vectorial de dimensién 4 , B = {uj,us,u3,us} una base de V' y

f:V — V un endomorfismo de matriz A con respecto a la base B. Calcular la forma candnica y una base
canénica para f en el caso en que A sea una de las matrices siguientes:

1 2 4 2 1 -1 -1 0
2 2 4 3 2 -1 00
a) 2 2 _5 4 D1 5 1 0o
2 3 6 4 0 -2 -2 1

1

SOLUCIONES:
Autovalores a) 1;
0.1)0
Particién de multiplicid
1=1. €) 3=2+1; 1=1. f)
4=242. 1) 4=1+1+1+1.
Formas candnicas

1 00 0 10 00 210 0
N S p| 01 00 o200
Y10 0 i o0 00 -1 0 1000 o
0 0 0 —i 00 00 000 -1
100 0 110 0 110 0
010 0 0100 011 0
dl o 01 o 9o 01 0 Dloo1 o
000 -1 000 0 000 -1
10 0 0 11 0 0 11 0 0
)0100 h)0100 )0100
D100 -1 o0 00 -1 0 Yoo -1 1
00 0 —1 00 0 —1 00 0 —1
i 1.0 0 0100 0100
1o ioo 0000 0010
Moo i o Bl o o0 01 Do o o1
00 0 i 0000 0000



Ejercicio 6.11 Sea V un espacio vectorial sobre C, B = {uj, us, us, us, us} una base de V'y f el endomor-
fismo de V' cuya matriz respecto de B es

2 -1 -2 -1 0
1 0 —4 -2 0

A=fo0 o 1 1 1 N — Al =(\—1)°
0 0 0 -1 -2
0O 0 0 2 3

1. Calcular la forma canénica de f, explicitando la particién de multiplicidades.

lar, razonadamente, una base candnica para f y una matriz de paso.

6.12 Sea V un espacio vectorial sobre C, B = {uy, us, u3, ug, us} una base de Vy f -
smo de V' cuya matriz respecto de B es

Ejercicio 6.
cuya matriz

Sean L1 s L2

Se pide:

2. Sean x = (—1,1,0,—-1,1 los elénréntos de V/Ker(f). {Son x e y
linealmente independientes méd A ; F7Ker(f) que contenga a x.

lar la forma canénica de f y una base canonica para f.

lar una base y unas ecuaciones implicitas de f(L1), f~1(L2), L1 N L2, y L1 + Lo.

6.14 Sea V un R-espacio vectorial de dimensién 5, B = {uy,... ,us} una base de V',
el endomorfismo de V' cuya matriz respecto de B es:

0 -1 0 0 0
1 1 1 1 -1
0 00 -1 0
1 1 1 1 -1
3 2 3 2 -3

Sean Ly , Lo las variedades lineales de V' dadas (respecto de B) por:

2x1 + 2x9 — T3 + 24 + zs = 0
Ly = 1+ 2 + x4 = 0
Ty 4+ x2 + 223 + x4 — 2x5 = 0

y Ly = L((~1,2,0,—1,0),(0,1,1,—-1,1),(1,0,2, —1,0)) Se pide:

29



1. Calcular la dimensién y una base de Img(f) y Ker(f).
Dar unas ecuaciones de los homomorfismos que intervienen en la factorizaciéon candnica de f.

Calcular la dimensién y una base de f(Ly), f~'(L2), L1 + Lo, Ly N Ly , w(Ly).

Ll

Calcular la forma canénica de f y una base canénica, dando la matriz de paso. Descomponer V' como
suma directa de subespacios invariantes por f.

Ejercicio 6.15 Sea V un espacio vectorial sobre C, B = {uj, uz,us, us,us} una base de V'y f el endomor-
cuya matriz respecto de B es

2. Probar que f es diagonalizable

6.18 Sea V un espacio vectorial sobre C de dimensién 4 y f un endomorfismo de V tal 3.=10
e pide:

ar que el unico autovalor de f es el 0.

2. Hallar la forma canénica de f. (Indicacién: Estudiar las posibles particiones de multiplicidades)

Ejercicio 6.19 Sea V un K-espacio vectorial y f € End(V'). Consideremos la aplicacién ¢y : End(V) —
End(V') definida por ¢f(g) = fog.

1. Probar que ¢y es un endomorfismo de End(V).

2. Probar que f y ¢ poseen los mismos autovalores.

Ejercicio 6.20 Sean A y B dos matrices reales de M(n x n). Demostrar que las propiedades siguientes son
equivalentes:

1. Existe una matriz real P € M(n x n) invertible tal que P~1AP = B.

2. Existe una matriz compleja Q € M(n x n) invertible tal que Q~*AQ~B.
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Ejercicio 6.21 Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita. Probar que son equivalentes:
1. Existe un entero r > 0 tal que f" = 0.

2. El tnico autovalor de f es el cero. En el caso en que se verifique una de las condiciones anteriores, jse
puede decir algo acerca del menor entero r > 0 tal que f" = 07.

Ejercicio 6.22 Sea A una matriz cuadrada diagonalizable y r un entero positivo. Probar que A" es también
diagonalizable. ;Cudles son sus autovalores?

6.23 Los siguientes apartados son independientes:

un espacio vectorial sobre R de dimensién 6, f € End(V) y A € R un autovalor
ad es m = 6. Sea V4 = ker(\-idy — f) tal que ny = dim(V;) = 3.

ar las posibles particiones de la multiplicidad describir para cada una de ellas la corr
forma canodnica de Jordan.

2. Sea V un espacio vectorial dé
respecto de la base B son:

[§]

y [ € End(V) cuyas ecuaciones

El polinomio
Se sabe adem4

By = {(1,0,1,0,1),(1,0,2,0,1)}
By = {(1,0,1,0,1),(1,0,2,0,1),(0,0,0,1,1)}
B, ={(1,0,1,0,1),(1,0,2,0,1),(0,0,0,1,1),(1,0,2,0,2)}

B3 = {U-Z’ us, Uy, ll5}

Bs =B
Se sabe ademads que:
-1 0 1 0 0 -1 0 -1
0 0 0 1 0 0 0 0
- -A)| -1 0 2 0 |= 1 0 0 -1
01 00 0 0 0 0
01 2 0 0 -1 0 0

Se pide:
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1. Deducir, razonadamente, la particién de la multiplicidad del autovalor .

2. Calcular la forma canénica de Jordan de f.

w

. Obtener una base canénica de V' para f.

4. Calcular la matriz A del endomorfismo f.

Ejercicio 6.25 Sea A una matriz cuadrada de orden n.
ar que A y A? tienen los mismos autovalores.

un R espacio vectorial de dimensién 5, B una base y f : V — V el endomorfismo ¢ z
cto de B es

Calculs

3. Sea J lla fornia anénfé

mentales. det

io caracteristico de f es P(f,\) =

robar que f es diagonalizable y calcular sus formas candnicas compleja y real.

: La forma reducida por filas de la matriz 2iI — A, es:

1 00 O i 1
01 0 0 -1 =1+
001 — -1 27
B = 000 0 O 0
000 0 O 0
000 0 O 0

2. Calcular sendas bases candnicas, compleja y real de V' para f asi como las correspondientes matrices
de paso.
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Ejercicio 6.27 Sea V un espacio vectorial de dimensién 6 sobre C, B una base de V'y f € End(V) cuya
matriz respecto de la base B es:

-1 01 -1 2 2
-1 -2 2 2 -2 1
-1 01 -1 1 2
A= -1 -2 2 2 -1 0
-1 0 1 0 0 0
-1 -1 1 1 0 0

io caracterfstico de A es P(A,\) = (A2 +1)3
emas que las bases de los subespacios asociados al autovalor A\; = 4, son:

Se pide
1. La forma candpica e, una basescand ade y una matriz de paso
Q tal que J¢
2. La forma g e paso real P tal
que Jr

matriz respectiosde,la base B es:

El polinomio caza
Se sabe ademas

Se pide:

rma canénica compleja Je de f, una base canénica compleja de V' para f y una mat

que Je = Q7 LAQ.

rma canénica real Jg de f, una base canénica real de V' para f y una matriz de pas
que Jr = P71AP.

Seccidn 7 Formas bilineales

Ejercicio 7.1 En la base canénica de R?, hallar la matriz de la forma bilineal simétrica ¢ : R? x R? — R
definida por:

pwu) = 5 pu,v) = 0
ov,v) =1 polv,w) = 4
p(w,w) = 0 plu,w) = -1

siendo: u=(1,2,1), v=(-1,2,0) , w=(1,0,1).

~—
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Ejercicio 7.2 Sea ¢ : R* x R* — R la forma bilineal simétrica cuya matriz respecto de la base canénica es:

O = O

0
4
)
4

UL W W

0
2
3
4

Hallar una base C de R* tal que Mc(p) sea diagonal.

7.3 Hallar una matriz diagonal D € M(4 x 4;R) congruente con la matriz:

r una base de R? ortonormal (respecto d& @)

7.7 Se considera la forma bilineal simetrica ¢ : R* x R* — R cuya matriz respecto

—_ == N
— =N
— N =
DO = =

1. Demostrar que ¢ es un producto escalar.

2. Hallar una base ortonormal de R*(respecto de ¢).

Ejercicio 7.8 Sea V(3) el R-espacio vectorial de los polinomios en la variable X con coeficientes reales de
grado menor o igual que 3. Consideremos la aplicacion

v : VB)xV(3) — ) R
(F(X),g(X) — / F(X)g(X) da
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1. Demostrar que ¢ es un producto escalar.

2. Hallar una base ortonormal de V(3) (respecto de ¢).

Ejercicio 7.9 Sea V un espacio vectorial sobre R y B = {u;, uz, us} una base de V. Se considera la forma
bilineal f:V x V — R cuya matriz respecto de B es

1 10
A= 1 2 2
0 2 5
r una base de V respecto de la cual la matriz de f sea una matriz diagonal D con 1, a

1agonal principal.

2. Calcular una matriz P tale

Ejercicio 7.10 Sea ) : R 3 & biline ca ¢ ati bo de la base candnica
es:

Ejercicio 7.
simétrica y U,

f*) = (Ker(f))+.
") = (Img(f))~

Ejercicio 7.13 Sea (V) un espacio vectorial euclideo y u,v dos vectores de V. Demostrar que:

1L ju+v]2=u+|v]*>+2(u-v).
2. [u—v]2=[u?+|v]? —2(u-v).
3. u+ v+ u—v]2 =212 +2lv]2
4. Jul=lv|<= (u+v) L (u-v)
5. lutvPP=|uf+|v2P<=ulv.
Ejercicio 7.14 Sea (V,-) un espacio euclideo y sea B = {uy,... ,u,} un conjunto de vectores de V ortogo-

nales dos a dos. Probar que si el tinico vector de V' ortogonal a todos los elementos de B es el 0, entonces B
es una base de V.
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Secciéon 8 Matrices especiales

Ejercicio 8.1 Sea (V,e) un espacio vectorial euclideo, B = {uj, uz,uz} una base ortonormal de (V,e) y f
un endomorfismo de V' cuya matriz respecto de B es:

1 1 -1
A= 1 1 -1
-1 -1 1

1. Probar que f es un endomorfismo simétrico.
lar una base ortonormal C de V' tal que la matriz D de f respecto de ella sea diagon

lar una matriz ortogonal P tal que D = P~1. A . P.

> Epi:

,-/l y

o stadh b VE'?)

) un espacio Ve

rﬁsmj)] u ‘\.b A

1

G| >~

7 1 7 1 4 3
0 —— —— — —— 0 - 0 = 0
10 10 10 10 5 5
1 7 1 7 4 3
0o —— — -  — 00 — 0 =
10 10 10 10 5 5
Donde:
1 1
N — Al = 2—5(/\ —1)(5A% —8X +5)(5A —6A+5) y |\ — B| = %(A — 1)(5A\% — 6\ + 5)?
Se pide:
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1. Probar que f y g son endomorfismos ortogonales.
2. Clasificar f y ¢ hallando sus formas canénicas

3. Hallar bases candnicas ortonormales de V para f y para g.

N AL

k- B
ME ‘\-, @\

— =
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