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Resumen

En estas notas se hace un recorrido por la Teoŕıa Algebraica de los Sistemas
Diferenciales Lineales, insistiendo en sus motivaciones, en sus nociones y re-
sultados básicos y en sus aportaciones e interacciones con otros campos de las
Matemáticas.
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Introducción

La Teoŕıa Algebraica de los Sistemas Diferenciales Lineales, también llamada Teoŕıa
de D-módulos o Análisis Algebraico, nace de la confluencia de la Teoŕıa clásica de
las Ecuaciones Lineales en Derivadas Parciales y de la Geometŕıa Algebraica. Esta
confluencia se produce a finales de los (19)60 de la mano de M. Sato y de su escuela
de Kyoto, y se apoya en el vigoroso desarrollo de la Geometŕıa Algebraica impulsado
por A. Grothendieck y su escuela desde finales de los (19)50.

A lo largo de treinta años, la Teoŕıa Algebraica de los Sistemas Diferenciales Lin-
eales se ha constituido en una disciplina “puente” entre importantes campos de las
Matemáticas, como son la propia Geometŕıa Algebraica y la Teoŕıa de Singularidades,
la Topoloǵıa de Variedades, la Teoŕıa de Representaciones de Grupos de Lie y, por
supuesto, las propias Ecuaciones Diferenciales. Esto ha supuesto en mucho casos un
alto grado de sofisticación, lo que se ha traducido en dificultad de acceso.

El papel que juega el Álgebra y la Geometŕıa Algebraica dentro de la Teoŕıa guarda
similitud con el jugado por las Matemáticas respecto de otras Ciencias, especialmente
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de la F́ısica. Si bien los desarrollos matemáticos puros no son en muchas ocasiones
necesarios estrictamente hablando para las aplicaciones más inmediatas, no es menos
verdad que a medio y a largo plazo es en las teoŕıas matemáticas abstractas donde
las teoŕıas f́ısicas encuentran su alojamiento. Puede que para encontrar una solución,
exacta o aproximada, de una ecuación diferencial (problema inmediato), la Teoŕıa
Algebraica no sea determinante, pero también es cierto que la Teoŕıa Algebraica ha
sido capaz de descubrir aspectos profundos de las ecuaciones diferenciales que estaban
ocultos en la teoŕıa clásica, y que por otra parte les pertenecen como los demás.

Estas notas intentan divulgar algunos de los aspectos anteriores y se dirigen muy
particularmente a los especialistas en otros campos de las Matemáticas y a los inves-
tigadores en formación en el amplio ámbito de la Geometŕıa Algebraica. En ellas nos
marcamos tres objetivos principales.

En primer lugar, tratamos de ofrecer al lector un recorrido por la Teoŕıa de D-
módulos, desde sus oŕıgenes en los trabajos [80], [170], hasta algunos de sus desarrollos
y aplicaciones más recientes –representaciones de grupos, irregularidad, cohomoloǵıa
p-ádica, etc.–, pasando por los resultados centrales –polinomio de Bernstein-Sato y su
relación con la topoloǵıa de las singularidades (Malgrange), teorema de constructibili-
dad de Kashiwara, teoremas de dualidad de Mebkhout, problema de Riemann-Hilbert
de Mebkhout-Kashiwara, complejo de “irregularidad” de Mebkhout, etc.–. Este re-
corrido se apoya en una relativamente extensa lista de referencias, que no pretende
ser exhaustiva, pero que si la unimos a las “referencias de las referencias” debeŕıa
mostrar un más que alto porcentaje de la literatura existente en la actualidad.

En segundo lugar, deseamos ubicar nuestra actividad cient́ıfica y nuestros intereses
investigadores, aśı como los de buena parte del grupo de investigación del Depar-
tamento de Álgebra de la Universidad de Sevilla al que pertenecemos. Para ello, en
aquellos puntos de la teoŕıa donde existen aportaciones, las hemos señalado indicando
las referencias correspondientes.

En tercer y último lugar, intentamos dar una introducción a la Teoŕıa de D-módulos
donde se explique la conexión con las ecuaciones diferenciales y se motive la intro-
ducción de los métodos algebraicos. Esto podŕıa constituir el punto de partida de un
estudio más profundo y detallado, basado en algunos de los textos generales existentes:
[120], [17], [126], [101], [19], [134], [91], [110], [18], [111].

Pasamos ahora a comentar el contenido de las notas. La sección 1 contiene el
material y las observaciones de partida que motivan la aparición de los métodos
algebraicos en el estudio de los sistemas diferenciales lineales. Tiene un carácter
elemental y usa un lenguaje poco especializado.

La sección 2 describe los ingredientes fundamentales de la Teoŕıa. Su comprensión
requiere algunos conocimientos básicos de variedades (diferenciables, anaĺıticas o al-
gebraicas). El apartado 2.5 está dedicado al polinomio de Bernstein-Sato, y en él se
describe la motivación original respecto de la existencia de soluciones fundamentales
de las ecuaciones lineales en derivadas parciales con coeficientes constantes.
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En la sección 3 se aborda el papel jugado por la Teoŕıa de D-módulos en relación
con la dualidad topológica de Poincaré y la dualidad anaĺıtica de Serre.

La sección 4 está dedicada al resultado central de la Teoŕıa de D-módulos: el prob-
lema de Riemann-Hilbert. Se conecta con el Teorema de Comparación de Grothendieck
y con los resultados “clásicos” de Deligne, pasando por la definición general de “reg-
ularidad” y la noción de “haz perverso”.

En la sección 5 se explica el papel jugado por los anillos de operadores diferenciales
de orden infinito.

En la sección 6 se enumeran brevemente diversos desarrollos recientes de la Teoŕıa
de D-módulos, aśı como algunos de los campos en donde ha tenido sus aplicaciones
más espectaculares.

Por último, agradecemos al comité organizador del (Primer) Encuentro de Matemáticos
Andaluces la invitación para impartir una de las conferencias plenarias, origen de es-
tas notas. También agradecemos al Departamento de Matemáticas de la Universidad
Nacional de Córdoba (Argentina) la hospitalidad durante una estancia en Agosto de
2000 en la que ultimamos la redacción de las mismas.

1 Aspectos algebraicos de los sistemas lineales de
ecuaciones en derivadas parciales

Consideremos para empezar una ecuación diferencial lineal ordinaria

am(x)y(m) + · · ·+ a1(x)y′ + a0(x)y = 0 (1)

donde los coeficientes ai pertenecen a algún anillo A de “funciones de una variable”
infinitamente derivables. Por ejemplo, A puede ser uno de los anillos siguientes:
(A) El anillo de las funciones C∞ sobre un intervalo de la recta real.
(B) El anillo de las funciones anaĺıticas sobre un intervalo de la recta real.
(C) El anillo de las funciones holomorfas sobre un dominio de la recta compleja.
(D) El anillo de las series convergentes en una variable con coeficientes reales o com-
plejos.
(E) El anillo de los polinomios o de las series formales en una variable con coeficientes
racionales, reales o complejos, o incluso en un cuerpo abstracto de caracteŕıstica nula.

El conjunto de los endomorfismos k-lineales de A, Endk(A), dotado de la suma y
la composición de endomorfismos, es un anillo con unidad (el endomorfismo iden-
tidad) que no es conmutativo en general. Todo elemento de a ∈ A determina
un endomorfismo, que también notamos a : A → A, dado por la multiplicación:
a(b) = ab, ∀b ∈ A. De esta forma podemos considerar A ⊂ Endk(A).

Notemos por ∂ = d
dx : A → A el operador derivación y por k el cuerpo de las

constantes, i.e. k = {a ∈ A, ∂(a) = 0}, que dependiendo de los casos será el cuerpo
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de los reales, el cuerpo de los complejos o un cuerpo arbitrario de caracteŕıstica nula.
Es claro que ∂ ∈ Endk(A) y que, por la regla de Leibnitz, se tiene:

∂ ◦a = a ◦∂ + a′, ∀a ∈ A. (2)

Consideremos el subanillo D de Endk(A) generado por A y por ∂. Los elementos
de D pueden escribirse de manera única en la forma am ◦∂

m + · · · + a0 con m ≥ 0
y ai ∈ A. A dichos elementos los denominamos operadores diferenciales (k-lineales)
(O.D.L.) con coeficientes en A. Podemos pues escribir D = A[∂], lo que indica que
los elementos de D admiten una expresión polinomial única como la anterior, pero
hemos de tener en cuenta que la aritmética de la composición proviene de la relación
(2). De ahora en adelante, para aligerar la escritura, la composición de operadores se
notará con una simple yuxtaposición.

La búsqueda de las soluciones de nuestra ecuación de partida (1) puede realizarse en
el espacio de funciones A o en cualquier otro k-espacio vectorial E donde tenga sentido
la multiplicación (por la izquierda) por elementos de A aśı como la acción (también
por la izquierda) de ∂, ambos de manera compatible con la regla de Leibnitz (e.g. un
espacio de distribuciones). Esto es lo que en el lenguaje algebraico denominamos un
D-módulo a la izquierda.

La ecuación (1) puede escribirse P · y = 0 donde P = am∂
m + · · · + a0 ∈ D e

y es la incógnita perteneciente a E. Notemos sol(P,E) al espacio vectorial de las
soluciones de (1) en E, i.e. sol(P,E) = {y ∈ E | P · y = 0} = kerPE , donde PE es el
endomorfismo de espacios vectoriales1 PE : y ∈ E 7→ P · y ∈ E.

Una observación básica, y al mismo tiempo absolutamente elemental, es la existencia
de un isomorfismo canónico sol(P,E) ' HomD(D/DP,E) dado por y 7→

[
Q 7→ Q(y)

]
,

donde DP designa el ideal a la izquierda de D generado por P , D/DP el correspon-
diente D-módulo cociente y HomD(D/DP,E) el espacio de los homomorfismos D-
lineales de D/DP en E. Como consecuencia de la no conmutatividad del anillo D,
hemos de observar que este último espacio tan sólo hereda una estructura vectorial
sobre el cuerpo k de constantes2.

La observación anterior nos dice que, al menos desde un punto de vista cuantita-
tivo, las soluciones de la ecuación (1) dependen exclusivamente del D-módulo (a la
izquierda) D/DP , y no del mismo P .

Analicemos ahora la ecuación no homogénea

am(x)y(m) + · · ·+ a1(x)y′ + a0(x)y = Py = b, (3)

donde b es un elemento del D-módulo a la izquierda3 E e y ∈ E es la incógnita.
Una cuestión fundamental es conocer para qué elementos b ∈ E la ecuación (3) tiene
soluciones. El espacio vectorial cokerPE = E/ ImPE responde cuantitativamente a

1Como el anillo D no es conmutativo, PE no es D-lineal, tan sólo es k-lineal.
2Este cuerpo es justamente el centro del anillo D.
3Recordemos que E puede ser el mismo espacio de funciones A donde están los ai, o cualquier

otro espacio de interés para la teoŕıa clásica, como por ejemplo, un espacio de distribuciones.
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esta cuestión. Aśı, la ecuación (3) tiene soluciones para cualquier b ∈ E si y sólo si
cokerPE = 0. Dicho de otra forma, el espacio vectorial cokerPE mide la obstrucción
para resolver dicha ecuación. Pues bien, veamos cómo el Álgebra Homológica nos
permite concluir en qué forma este espacio depende en realidad del D-módulo D/DP
y no del operador P de partida, al igual que ocurŕıa en el caso de sol(P,E) = kerPE .

Bajo ciertas condiciones sobre el anillo de “funciones” A que aseguren su noethe-
rianidad4 (p. ej., en los casos (D) y (E), y desde el punto de vista local –teoŕıa de
haces– al que nos referiremos más tarde, en el caso (C)) deducimos que el propio
anillo D es noetheriano (a la izquierda y a la derecha). Esta propiedad implica que
para cada D-módulo (a la izquierda) N finitamente generado y para cada sistema de
generadores n1, . . . , nr0 ∈ N de N , el epimorfismo de D-módulos ϕ0 : (P1, . . . , Pr0) ∈
Dr0 7→

∑
Pini ∈ N tiene un núcleo K0 = kerϕ0 que es de nuevo un D-módulo (a la

izquierda) finitamente generado. Podemos por tanto elegir un sistema finito de gene-
radores e1, . . . , er1 ∈ K0 y considerar el correspondiente epimorfismo de D-módulos
ϕ1 : (P1, . . . , Pr1) ∈ Dr1 7→

∑
Piei ∈ K0. Iterando este proceso, encontramos una

sucesión de homomorfismos de D-módulos

· · · ϕi+1−−−→ Dri ϕi−→ Dri−1
ϕi−1−−−→ · · · ϕ2−→ Dr1 ϕ1−→ Dr0 ϕ0−→ N −→ 0 (4)

cuyas composiciones sucesivas ϕi ◦ϕi+1 se anulan (complejo) que verifican la propiedad
de exactitud kerϕi = Imϕi+1, ∀i ≥ 0 y ϕ0 es sobreyectivo. Dicha sucesión se
denomina una resolución libre del D-módulo N , y aunque en principio depende de las
distintas elecciones de generadores que hayamos hecho, es única en un cierto sentido
que ahora no vamos a precisar5.

Además de la noetherianidad, el anillo D goza de otra propiedad fundamental:
tiene dimensión homológica finita (cf. [163, 180]). En nuestro caso, esta propiedad se
traduce en la existencia de un entero d ≥ 0 tal que, para cada D-módulo finitamente
generado N , podemos encontrar una resolución (4) de longitud finita e ≤ d:

0 −→ Dre ϕe−→ Dre−1
ϕe−1−−−→ · · · ϕ1−→ Dr0 ϕ0−→ N −→ 0. (5)

Esto ocurrirá justamente cuando al calcular kerϕe−1 veamos que es un D-módulo
libre.

De esta forma, el D-módulo N puede reemplazarse por una de sus resoluciones libres
finitas L = Dre

ϕe−→ Dre−1
ϕe−1−−−→ · · · ϕ1−→ Dr0 , que según hemos dicho, es única en un

sentido conveniente. Los homomorfismos ϕi : Dri → Dri−1 , al estar definidos entre
módulos libres, vienen dados por matrices de operadores diferenciales Φ(i) = (φ(i)

jk ) de
tamaño ri × ri−1: ϕi(P1, . . . , Pri) = (P1, . . . , Pri)Φ

(i).

El Álgebra Homológica nos enseña la noción de funtor derivado total (cf. [179, 73];
ver también [142]) de HomD(−, E), que se nota por R HomD(−, E), y cuyo valor en

4Se dice que un anillo es noetheriano (a la izquierda) si todos sus ideales (a la izquierda) son
finitamente generados.

5Para ello es necesario recurrir a la noción de categoŕıa derivada de la categoŕıa abeliana de los
D-módulos (a la izquierda) (ver por ej. [179, 73]; ver también [142]).
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N puede calcularse mediante alguna resolución libre L de N :

R HomD(N,E) = HomD(L, E) = Er0
ϕ∗1−→ Er1

ϕ∗2−→ · · · ϕ
∗
e−→ Ere .

Los ϕ∗i : Eri−1 → Eri vendrán dados por la acción de las matrices Φ(i) de oper-
adores diferenciales: ϕ∗i (y1, . . . , yri−1) = (z1, . . . , zri), zj =

∑
φ

(i)
jk yk. El objeto

R HomD(N,E) es pues un complejo de espacios vectoriales que está uńıvocamente
definido en el sentido de las categoŕıas derivadas (recordemos la “unicidad” de L). A
sus distintos grupos de (co)homoloǵıa se les denota por ExtiD(N,E) := hi R HomD(N,E) =
kerϕi+1/ Imϕi, i ≥ 0. Para i = 0 se tiene Ext0

D(N,E) = HomD(N,E).

Volviendo al ejemplo surgido de la ecuación (1), una resolución libre del módulo
N = D/DP es claramente 0 −→ D

·P−→ D −→ N −→ 0. El complejo R HomD(D/DP,E)
queda pues encarnado en 0 −→ E

P ·=PE−−−−→ E −→ 0 y por tanto se tienen unos isomor-
fismos canónicos

sol(P,E) = kerPE ' h0 R HomD(N,E) = HomD(N,E)
cokerPE ' h1 R HomD(N,E) = Ext1

D(N,E)
hi R HomD(N,E) = ExtiD(N,E) = 0, ∀i 6= 0, 1.

Deducimos pues, que no sólo el espacio sol(P,E) = kerPE depende en realidad del D-
módulo D/DP como ya sab́ıamos, sino que lo mismo ocurre para el espacio cokerPE .
Además, ambos espacios se obtienen tomando las (co)homoloǵıas de grados 0 y 1
respectivamente del complejo R HomD(D/DP,E). Por tanto, este complejo encierra
una interesante información cuantitativa de las ecuaciones diferenciales (1) y (3) en
lo que a las soluciones en E se refiere, o si se quiere, dicha información cuantitativa
está presente en el funtor R HomD(D/DP,−) con independencia del espacio donde
estemos buscando nuestras soluciones.

Todo lo anterior puede ser generalizado en 4 direcciones distintas:
1) Sistemas de ecuaciones lineales (varias ecuaciones en lugar de una sola ecuación).
2) Ecuaciones de varias variables, i.e. ecuaciones en derivadas parciales (en dimensión
cualquiera en lugar de la dimensión 1).
3) Estudio de las soluciones de los sistemas en abiertos arbitrarios contenidos en el
abierto de definición del sistema, aśı como de las propiedades de prolongación de las
soluciones (el comportamiento de un mismo SELDP puede ser radicalmente distinto
de un abierto a otro).
4) Estudio intŕınseco de las propiedades de los SELDP, con independencia de las
coordenadas locales (trabajar en el marco de las variedades diferenciables, anaĺıticas
reales o complejas, algebraicas, etc. en lugar de dominios de la recta real o compleja).

La extensión a los casos 1) y 2) es inmediata: basta considerar como anillo A un
anillo de “funciones de varias variables x1, . . . , xd” (el anillo de las funciones C∞ o
anaĺıticas sobre un abierto de Rd, o el anillo de las funciones holomorfas sobre un
abierto de Cd, o el anillo de las series convergentes en d variables con coeficientes
reales o complejos, o el anillo de los polinomios o de las series formales en d variables
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con coeficientes racionales, reales o complejos, o incluso en un cuerpo abstracto de
caracteŕıstica nula) y como anillo D al anillo A[∂1, . . . , ∂d] ⊂ Endk(A), donde los ∂i
son las derivadas parciales ∂

∂xi
y k es el cuerpo de constantes.

En lugar de considerar una sola ecuación como en (1) podemos considerar un sistema
de ecuaciones lineales en derivadas parciales:

P11y1 + · · ·+ P1r0yr0 = 0
...

...
...

Pr11y1 + · · ·+ Pr1r0yr0 = 0
(6)

donde los Pij ∈ D son operadores diferenciales en derivadas parciales con coeficientes
en A.

De forma similar al caso de las ecuaciones ordinarias, el sistema (6) da lugar al D-
módulo N = Dr0/K, donde K es el submódulo de Dr0 generado por (Pi1, · · · , Pir0),
1 ≤ i ≤ r1. Si E es un D-módulo (a la izquierda), el espacio de las soluciones de (6)
en E es canónicamente isomorfo a HomD(Dr0/K,E).

También en este caso podemos considerar el complejo R HomD(N,E) cuyo h0 se
identifica al espacio de las soluciones de nuestra sistema de partida y cuyo h1 nos
da información cuantitativa acerca del sistema no homogéneo. Pero el complejo
R HomD(N,E) contiene mucha más información: en el caso de un sistema, no sólo
disponemos de sus dos primeros espacios de (co)homoloǵıa h0 y h1, sino de todos los
hi con i = 2, 3, . . . que la teoŕıa clásica no detecta...

La extensión al caso 3) necesita de la consideración sistemática de objetos que
manejen simultáneamente todos los abiertos contenidos en el dominio de definición.
Estos objetos se denominan haces. Aśı, si Ω ⊂ Cd es un abierto, en lugar de considerar
el anillo A de las funciones holomorfas en Ω debemos considerar el haz de las funciones
holomorfas sobre Ω, OΩ, que a cada abierto U ⊂ Ω asocia el anillo OΩ(U) = {f : U →
C | f es una función holomorfa}. De manera análoga, en lugar de considerar el anillo
D de los operadores diferenciales lineales con coeficientes en A debemos considerar el
haz de los operadores diferenciales DΩ que a cada abierto U ⊂ Ω asocia el anillo de
los operadores diferenciales sobre U , DΩ(U) = OΩ(U)[∂1, . . . , ∂d].

La extensión al caso 4) se realiza mediante el estudio de los anillos (y haces) de
operadores diferenciales en el marco de las variedades (diferenciales, anaĺıticas o al-
gebraicas), con independencia de los sistemas de coordenadas locales.

En la siguiente sección veremos cómo la Teoŕıa de D-módulos permite la general-
ización simultánea de todo lo expuesto con anterioridad en las 4 direcciones señaladas.
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2 Objetos y resultados básicos de la Teoŕıa de los
D-módulos

Aunque muchas de las nociones que vamos a tratar guardan sentido en el caso de
las variedades diferenciables, nos centraremos en el caso de las variedades anaĺıticas
complejas lisas o de las variedades algebraicas lisas sobre un cuerpo de caracteŕıstica
0, que es donde se verifican las principales propiedades de finitud. Esto representa
en principio una restricción, pero en la práctica no es tal pues casi todos los sistemas
que nos “interesan” tienen coeficientes polinómicos o anaĺıticos.

Por otra parte, hemos omitido toda referencia a las operaciones geométricas (imágenes
directas e imágenes inversas) por considerar que, a pesar de su papel central en la
teoŕıa, exigiŕıan un esfuerzo técnico más allá de los objetivos de estas notas. Esta
omisión puede ser fácilmente cubierta con la lista de referencias generales dada en la
Introducción.

2.1 El haz de los operadores diferenciales DX

Sea X una variedad anaĺıtica o algebraica lisas sobre el cuerpo de los complejos6 de
dimensión d. Notaremos por OX el haz estructural, i.e. para cada abierto U ⊂ X,
OX(U) representa el espacio de las funciones regulares u holomorfas, según el caso,
definidas en U (cf. [72, 66]).

Notaremos por DX el haz de los operadores diferenciales lineales sobre X. De man-
era intŕınseca [69, §16], se trata del subhaz del haz de los endomorfismos EndC(OX),
reunión filtrante creciente de los D(l)

X , l ≥ 0, definidos inductivamente por D(0)
X := OX

y

D
(l+1)
X (U) := {P ∈ EndC(OU ) | [Px, a] ∈ D(l)

X,x,∀a ∈ OX,x,∀x ∈ U},

para cada abierto U de X. Si (U ;x1, . . . , xd) es una carta local de X, las secciones de
D

(l)
X sobre U se escriben de manera única

∑
α∈Nd,|α|≤l aα

∂|α|

∂xα , donde los aα ∈ OX(U).

El graduado de DX para la filtración precedente, gr(DX) = ⊕∞l=0D
(l)
X /D

(l−1)
X , se in-

dentifica canónicamente con el álgebra simétrica del haz tangente (haz de los campos
vectoriales) de X, Derk(OX). Se trata por tanto de un haz de anillos conmutativos,
y si π : T ∗X → X denota el espacio cotangente de X, se tiene una inclusión nat-
ural gr(DX) ↪→ π∗OT∗X , que permite interpretar a las secciones de gr(DX) como
las funciones holomorfas o regulares sobre T ∗X que son polinómicas en las fibras de
π. En el caso algebraico, esta inclusión es un isomorfismo7. Vemos aśı una relación

6En el caso algebraico, podŕıamos también considerar el caso de un cuerpo base de caracteŕıstica
0 arbitrario.

7En el caso anaĺıtico complejo (resp. algebraico) , el espacio cotangente T ∗X se identifica con
Specan grD) (resp. con Spec grDX) (cf. [120, exp. 1]).
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precisa e intŕınseca entre los operadores diferenciales sobre X y el espacio cotan-
gente, que explica el papel fundamental de este último en el estudio de los SELDP
(Análisis Microlocal). Concretamente, dado un operador diferencial P de orden l

de expresión en coordenadas locales P =
∑
α∈Nd,|α|≤l aα

∂|α|

∂xα , su śımbolo principal
σ(P ) =

∑
α∈Nd,|α|=l aαξ

α1
1 · · · ξ

αd
d se interpreta como una función en T ∗X, independi-

ente del sistema de coordenadas elegido.

Ejemplo 1 Sea X = Cd el espacio af́ın complejo de dimension d, considerado como
variedad algebraica. Entonces el espacio de las secciones globales de DX se iden-
tifica al algebra de Weyl Wd(C) = C[x1, . . . , xd, ∂1, . . . , ∂d] con relaciones xixj =
xjxi, ∂i∂j = ∂j∂i, ∂ixj = xj∂i − δij , 1 ≤ i, j ≤ d (cf. [17, 121, 42, 154]).

El siguiente teorema resume las propiedades fundamentales de DX :

Teorema 2 1) DX es un haz de anillos coherente8 a la izquierda y a la derecha (cf.
[70]). 2) Para cada punto p ∈ X, la fibra DX,p es un anillo filtrado noetheriano
noetheriano a la izquierda y a la derecha, cuyo graduado es un anillo de polinomios
en d variables con coeficientes en el anillo local regular OX,p. 3) Para cada punto
p ∈ X, el anillo DX,p tiene dimensión homológica global finita, igual a dimX = d.

La prueba de estas propiedades se podrá consultar en [120, exp. 1], [17], [134], [64].
Las propiedades anteriores permiten reducir en buena parte el estudio del haz DX y
de sus módulos coherentes al estudio puramente algebraico (Teoŕıa de Anillos) de los
anillos filtrados noetherianos de tipo diff (cf. por ejemplo [17, 141, 103]).

Ejemplo 3 1. El haz estructural OX tiene una estructura evidente de DX-módulo
a la izquierda, pues DX ⊂ EndC(OX).

2. El haz dualizante ωX = ∧dΩ1
X tiene una estructura canónica de DX-módulo

a la derecha (cf. [157]. Ver también [140] para una discusión general). En
coordenadas locales, si θ = f(x)dx1 ∧ · · · ∧ dxd es una sección de ωX y P =∑
α∈Nd aα(x)∂

|α|

∂xα es un operador diferencial, se tiene θP = P t(f)dx1∧· · ·∧dxd,

con P t =
∑
α∈Nd(−1)|α|aα(x)∂

|α|

∂xα es el operador traspuesto en el sentido clásico.

3. Si E es un OX-módulo, dar a E una estructura de DX-módulo a la izquierda
que extienda a la de OX-módulo es equivalente a dar una conexión integrable,
i.e. un morfismo k-lineal ∇ : E −→ Ω1

X ⊗OX E, que satisface la regla de Leibnitz
∇(fm) = f∇(m)+(df)⊗m, para cada sección m de E y cada sección f de OX ,
y que es integrable en el sentido de que ∇[δ1,δ2] = [∇δ1 ,∇δ2 ] para cada par de
campos de vectores (derivaciones) δ1, δ2, donde ∇δ : m 7→ ∇δ(m) := 〈δ,∇(m)〉
representa la derivada covariante respecto de δ.

8La propiedad de coherencia es una propiedad de carácter local sobre los haces de anillos que
juega un papel similar a la noetherianidad.
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2.2 DX-módulos coherentes y holónomos

Un DX -módulo M se dice que es coherente (cf. [134, 64]) si existe un recubrimiento
abierto X = ∪Ui tal que para cada abierto Ui la restricción M|Ui admite una pre-
sentación

(DX |Ui)r
ϕ−→ (DX |Ui)s −→M|Ui −→ 0,

o lo que es lo mismo, M|Ui ' cokerϕ, donde ϕ vendrá dada por una matriz Φ de
operadores diferenciales lineales en Ui. Aśı pues, localmente un DX -módulo coherente
viene dado por una matriz de operadores diferenciales, que determina un SELDP como
(6). Podemos pues pensar que la noción de DX -módulo coherente sobre una variedad
es una versión intŕınseca y global de la de SELDP, al menos en lo que a los aspectos
cuantitativos se refiere tal como explicamos en la sección anterior.

Ejemplo 4 1. El haz estructural OX es coherente, pues admite una presentación
OU = DU/DU · ( ∂

∂x1
· · · ∂

∂xd
) sobre cada carta local (U ;x1, . . . , xd). De hecho,

esta presentación puede globalizarse sin utilizar coordenadas y obtener aśı una
resolución localmente libre definida en todo X

0→ DX ⊗OX ∧dT → · · · → DX ⊗OX T → OX → 0, (7)

donde T = DerC(OX) = HomOX (Ω1
X ,OX) es el haz tangente9, y las diferencia-

les vienen dadas por

P ⊗ (ξ1 ∧ · · · ∧ ξp) 7→
∑p
i=1(−1)i−1(Pξi)⊗ (ξ1 ∧ · · · ∧ ξ̂i ∧ · · · ∧ ξp)+

+
∑p

1≤i≤j≤p(−1)i+jP ⊗ ([ξi, ξj ] ∧ · · · ∧ ξ̂i ∧ · · · ξ̂i ∧ · · · ∧ ξp).

Esta es la llamada resolución de Spencer de OX (cf. [134, chap. I, (2.1.17)]).

2. Con la ayuda de la resolución de Spencer, se prueba la existencia de un isomor-
fismo canónico de DX-módulos a la derecha ωX ' ExtdDX (OX ,DX), con lo que
ωX también es coherente.

Existe una manera canónica de intercambiar DX -módulos a la izquierda con DX -
módulos a la derecha, cuyos detalles omitiremos en estas notas (cf. [157, 37]).

Dada una ecuación diferencial lineal en derivadas parciales de orden l en un abierto
Ω ⊂ Cd, Py = 0, con P =

∑
α∈Nd,|α|≤l aα

∂|α|

∂xα , la teoŕıa clásica nos enseña que un
objeto básico a considerar es su variedad caracteŕıstica, dada por

{(x, ξ) ∈ Ω× Cd | σ(P )(x, ξ) =
∑

α∈Nd,|α|=l

aα(x)ξα1
1 · · · ξ

αd
d }.

Al igual que en los aspectos cuantitativos de las soluciones, estudiados en la sección
anterior, la variedad caracteŕıstica es un objeto geométrico que en realidad no depende

9Sus secciones locales son los campos de vectores.
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de la ecuación misma, sino del D-módulo que determina. Es más, en el caso de los sis-
temas, la variedad caracteŕıstica no puede definirse simplemente como la intersección
de las variedades caracteŕısticas de cada una de las ecuaciones, sino que necesitamos
recurrir al Álgebra y a la Geometŕıa Algebraica para su correcta definición.

Sin entrar en muchos detalles, dado un DX -módulo (a la izquierda o a la derecha)
coherente M, con la ayuda de las buenas filtraciones locales (cf. [64]), podemos definir
su variedad caracteŕıstica, notada Ch(M). Se trata de un cerrado anaĺıtico (o alge-
braico) cónico del fibrado cotangente de X. La propiedad fundamental de Ch(M) es
su carácter involutivo respecto de la estructura simpléctica canónica de T ∗X. Este
resultado se conoce como la involutividad de las caracteŕısticas [170] (cf. también
[117, 64], y [56] para una prueba puramente algebraica). Una primera consecuencia
de la involutividad es la llamada desigualdad de Bernstein: para cada DX -módulo
(a la izquierda o a la derecha) no nulo, se tiene dim(Ch(M)) ≥ dim(X). Esta de-
sigualdad juega un papel fundamental en la definición de los módulos holónomos que
veremos a continuación, y de hecho puede probarse sin pasar por la involutividad (cf.
[134]).

La variedad caracteŕıstica de un DX -módulo coherente, y por ende de un SELDP,
es un objeto geométrico que contiene toda la información acerca de sus singularidades
(ver a t́ıtulo de ejemplo la proposición 12).

Es fácil ver que la variedad caracteŕıstica es “aditiva” con respecto a las sucesiones
exactas: Si 0 −→ M′ −→ M −→ M′′ −→ 0 es una sucesión exacta de DX -módulos
coherentes no nulos, entonces Ch(M) = Ch(M′) ∪ Ch(M′′).

Definición 5 (del algebrista) Se dice que un DX-módulo a la izquierda (o a la
derecha) coherente es holónomo (o de dimensión minimal) si Ext iDX (M,DX) = 0
si i 6= d = dim(X).

Definición 6 (del geómetra) Se dice que un DX-módulo a la izquierda (o a la derecha)
coherente es holónomo (o de dimensión minimal) si dim(Ch(M)) = dim(X).

Las dos definiciones anteriores son equivalentes (cf. [134, 64]).

Ejemplo 7 Se tiene: 1) Ch(DX) = T ∗X. 2) Ch(OX) = T ∗X(X), y por tanto OX es
holónomo. 3) De acuerdo con la proposición 12, todo DX-módulo que sea localmente
libre de rango finito sobre OX es holónomo.

Notaremos por Hol(X) la categoŕıa de los DX -módulos coherentes y holónomos. Es
fácil demostrar que dicha categoŕıa es abeliana y estable por extensiones (cf. [120,
17, 134]).

Como consecuencia del teorema de involutividad de las caracteŕısticas, todas las
componentes irreducibles de la variedad caracteŕıstica de un DX -módulo coherente
son lagrangianas (cf. [157, 64]), y por tanto son de la forma T ∗Y (X), donde Y es
un subconjunto anaĺıtico (o algebraico) de X (aqúı hemos escrito T ∗Y (X) para la
adherencia en T ∗X del conormal a la parte lisa de Y ).
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2.3 El complejo de soluciones y el complejo de de Rham de
un D-módulo

Motivados por lo estudiado en la sección 1, damos la siguiente definición [82]:

Definición 8 Si M es un DX-módulo a la izquierda, se define su complejo de solu-
ciones mediante la expresión Sol(M) = R HomDX (M,OX).

En la definición anterior, y siguiendo los ejemplos estudiados en la sección 1, se
considera primeramente el funtor (contravariante) HomDX (−,OX) : Mod(DX) −→
Mod(CX) de la categoŕıa de de los DX -módulos a la izquierda en la categoŕıa de
los haces de C-espacios vectoriales (o CX -módulos), que es exacto a la izquierda.
La teoŕıa general (cf. [179, 73]; ver también [142]) nos permite considerar el funtor
derivado total

R HomDX (−,OX) : D+(DX) −→ D+(CX)

entre las correspondientes categoŕıas derivadas, que puede ser calculado mediante una
resolución inyectiva de OX , que siempre existe (cf. [60]), o bien mediante resoluciones
(localmente) libres de M, de manera similar a como hicimos en la sección 1. No
obstante, en el caso de los haces, no siempre existen resoluciones (localmente) libres
de M, pero definidas en todo X, que también seŕıan suficientes para el cálculo de
Sol(M) (por ejemplo la resolución de Spencer para M = OX dada en (7)).

Definición 9 Dado un DX-módulo M, definimos su complejo de de Rham por (cf.
[157, 37]):

DR(M) := M→M⊗OX Ω1
X → · · · →M⊗OX ΩdX

(en grados [0, d]), donde la diferencial viene dada en coordenadas locales por

m⊗ ω 7→ m⊗ (dω) +
n∑
i=1

(
∂

∂xi
m)⊗ (dxi ∧ ω),

para cada sección local m de M y cada forma diferencial ω.

Proposición 10 El complejo de de Rham admite las descripciones equivalentes si-
guientes:

DR(M) = R HomDX (OX ,M).

DR(M) = (ωX
L
⊗DX M)[−dimX] (“L” designa funtor derivado total a la izquierda

cf. [179, 73]; ver también [142]).

Las dos descripciones anteriores permiten considerar el “complejo de de Rham”
como un funtor (covariante)

DR : D+(DX) −→ D+(CX).
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Ejemplo 11 El complejo de de Rham del DX-módulo OX no es más que el complejo
de de Rham usual de X, que de acuerdo con el lema de Poincaré (en el caso anaĺıtico
complejo) es una resolución del haz constante CX .

El siguiente resultado es al mismo tiempo “precursor” del teorema de constructibi-
lidad de Kashiwara 15 y de la correspondencia de Riemann-Hilbert (teorema 19). La
prueba es relativamente elemental y se puede encontrar en (cf. [157, 64]):

Proposición 12 Dado un DX-módulo coherente M no nulo, las propiedades siguien-
tes son equivalentes:

1. ChM = T ∗XX (la sección nula del cotangente).

2. M es un OX-módulo coherente.

3. M es un OX-módulo localmente libre de rango (r) finito10.

Si además X es una variedad anaĺıtica compleja lisa, entonces las propiedades ante-
riores son también equivalentes a:

4. Si L denota el haz de las secciones horizontales de M, i.e. aquéllas que son
anuladas por los campos de vectores, o de forma equivalente, L = ker∇ =
HomDX (OX ,M), donde ∇ : M −→ Ω1

X ⊗OX M es la conexión integrable que
determina la estructura de DX-módulo sobre M (ver ejemplo 3, 3.), entonces
se tiene:

-) L es un haz localmente constante de espacios vectoriales complejos de di-
mensión (r) finita.

-) El morfismo canónico de DX-módulos L⊗CX OX →M es un isomorfismo.

5. Existe un haz localmente constante L de espacios vectoriales complejos de di-
mensión (r) finita tal que M es isomorfo como DX-módulo a L ⊗CX OX .

La equivalencia entre las tres primeras propiedades es puramente algebraica, mien-
tras que la equivalencia con las dos últimas es una relectura del teorema de Cauchy-
Frobenius cf. [157].

Notaremos por Coint(X) la subcategoŕıa plena de Mod(DX) formada por los DX -
módulos coherentes cuya variedad caracteŕıstica está contenida en la sección nula del
fibrado cotangente, o de forma equivalente y de acuerdo con la proposición anterior,
aquellos DX -módulos que son OX -coherentes, o incluso OX -localmente libres de rango
finito. La categoŕıa Coint(X) es pues una subcategoŕıa abeliana plena de Hol(X) que
es estable por extensiones.

10En un lenguaje más geométrico, esto quiere decirM es el haz de secciones de un fibrado vectorial
dotado de una conexión integrable.
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También notaremos, en el caso anaĺıtico complejo, por Loc(X) la subcategoŕıa
abeliana plena de Mod(CX) formada por los haces localmente constantes de espa-
cios vectoriales complejos de dimensión finita. Dicha categoŕıa también es estable por
extensiones cf. [142].

Ejemplo 13 Supongamos que X es una variedad anaĺıtica compleja lisa y sea E

un objeto de Coint(X). El teorema de Cauchy-Frobenius y la proposición 12 nos
aseguran que el complejo de de Rham DR(E) está concentrado en grado 0, su haz de
0-cohomoloǵıa L = DR0(E) = h0 DR(E) es un haz localmente constante de espacios
vectoriales de dimensión finita, y que el morfismo canónico L ⊗CX OX → E es un
isomorfismo DX-módulos. Estas propiedades se pueden resumir en el hecho de que
los funtores:

DR0 : Coint(X) −→ Loc(X), −⊗CX OX : Loc(X) −→ Coint(X)

son casi-inversos el uno del otro.

2.4 El teorema de constructibilidad de Kashiwara

Uno de los resultados fundamentales de la teoŕıa de los módulos holónomos sobre
una variedad anaĺıtica compleja es el teorema de constructibilidad de Kashiwara [82],
que traduce la propiedad de holonomı́a sobre un DX -módulo en una propiedad de
finitud sobre su complejo de soluciones (y su complejo de de Rham), generalizando
aśı el clásico teorema de Cauchy. Comencemos por recordar la definición de esta
propiedad.

Definición 14 (cf. [178]) Sea X una variedad anaĺıtica compleja lisa, o más gen-
eralmente un espacio anaĺıtico complejo arbitrario, y sea F un haz de C-espacios
vectoriales sobre X. Diremos que F es un haz (anaĺıticamente) constructible si existe
una estratificación anaĺıtica X = ∪Xi (cf. [145]) tal que la restricción de F a cada
estrato Xi es un haz localmente constante de espacios vectoriales de dimensión finita.
Más generalmente diremos que un complejo F de haces de C-espacios vectoriales sobre
X es constructibles si cada objeto de cohomoloǵıa hi(F) es constructible.

El lector puede encontrar un resumen de los resultados básicos de los haces y com-
plejos constructibles en [178] (ver también [82, 142]).

Teorema 15 [82] Si M es un DX-módulo (a la izquierda) holónomo sobre una varie-
dad anaĺıtica compleja lisa X, entonces su complejo de soluciones Sol M es un com-
plejo constructible acotado (en grados [0,dimX]), que además verifica la condición
de soporte

dim sophi Sol M ≤ dimX − i, ∀i ≥ 0.
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Aunque no lo hemos mencionado antes, existe un funtor “dualidad” entre los módulos
holónomos, M 7→ M?, que es involutivo (M ' M??) y que establece una antiequiv-
alencia de Hol(X) en śı misma para la que se tiene un isomorfismo (en la categoŕıa
derivada) natural DRM ' Sol M? (cf. [82, 134]). Como consecuencia, el teorema de
constructibilidad admite una formulación equivalente si sustituimos el complejo de
soluciones Sol M por el complejo de de Rham DRM.

La prueba original de Kashiwara del teorema anterior se basa en algunos resul-
tados relativamente complejos sobre la propagación de soluciones de ciertos SELDP
eĺıpticos.

Existe otra prueba [139, 142] más geométrica dentro del esṕıritu de la Geometŕıa Al-
gebraica. Dicha prueba utiliza las operaciones sobre los módulos holónomos (imágenes
directas, complejo de de Rham relativo) y el teorema de coherencia de las imágenes
directas de los OX -módulos coherentes por un morfismo proyectivo.

Dado un D-módulo holónomo M, el teorema de constructibilidad de Kashiwara da
sentido a su caracteŕıstica de Euler-Poincaré en cada punto p ∈ X:

χp(M) :=
∑
i

(−1)i dimhi(Sol M)p =
∑
i

(−1)i dim ExtiDX,p(Mp,OX,p).

En el caso en que M provenga de una sola ecuación ordinaria P = am∂
m + · · ·+a0,

am 6= 0, en dimensión 1 (X es por ejemplo un disco de C centrado en el origen), el
teorema del ı́ndice de Komatsu-Malgrange [93], [114] afirma que la caracteŕıstica de
Euler-Poincaré de M en 0, i.e. χ0(M) = dim kerP0 − dim cokerP0, coincide con el
número m− val0(am).

Una vez definidas las multiplicidades algebraicas de las componentes de la varidedad
caracteŕıstica de los D-módulos coherentes (cf. [120]), i.e. el ciclo caracteŕıstico, el
teorema del ı́ndice de Komatsu-Malgrange se generaliza a la dimensión superior a
través de determinados invariantes geométricos de las estratificaciones, que resultan
expresarse en función de las obstrucciones de Euler de los estratos [81], [85], [28], [50].

El interés de las fórmulas de ı́ndice anteriores radica en la igualdad de dos términos
de naturaleza completamente distinta: uno de los términos, el de las caracteŕısticas
de Euler-Poincaré de los complejos de soluciones, es trascendente en el sentido de
que su estimación a priori pasa por la resolución de sistemas de ELDP, mientras
que el otro término está formado por invariantes geométricos de las estratificaciones
en juego (obstrucción de Euler) y por invariantes algebraicos de nuestros SELDP
(multiplicidades).

2.5 El polinomio de Bernstein-Sato

En la década de los (19)50, varias escuelas importantes de matemáticos se ocupaban
del problema de la existencia de soluciones fundamentales de las ecuaciones lineales
en derivadas parciales con coeficientes constantes. Este problema estaba inmerso en
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la entonces floreciente Teoŕıa de las Distribuciones de L. Schwartz. Concretamente se
trataba de lo siguiente: Dado un operador diferencial del tipo P =

∑
|α|≤m aα

∂|α|

∂xα con
coeficientes aα constantes (reales o complejos), se trataba de analizar la existencia de
distribuciones T ∈ D′(Rn) verificando la ecuación

P (T ) = δ, (8)

donde δ representa la distribución de Dirac con masa en el origen de coordenadas. Las
posibles soluciones de (8) se denominan soluciones fundamentales de P . El interés de
tal cuestión radica en que, mediante la convolución, se podŕıa deducir la existencia
de soluciones para ecuaciones con un segundo miembro arbitrario11.

Aplicando la transformación de Fourier, y limitando por tanto la búsqueda de
nuestras soluciones fundamentales al espacio S ′(Rn) de las distribuciones temperadas,
la ecuación (8) se transforma en P̂ · T̂ = 1, donde P̂ =

∑
|α|≤m aαξ

α es simplemente
un polinomio con coeficientes reales o complejos. Este es el llamado problema de
la división de distribuciones, de Schwartz. Se trata pues de, dado un polinomio
F (ξ1, . . . , ξn) no nulo, encontar una distribución (temperada) U ∈ S ′(Rn) tal que

F · U = 1. (9)

Considerando el polinomio FF = |F |2, podemos reducirnos al caso de un polinomio
que no tome valores negativos en Rn, lo cual supondremos de ahora en adelante.
Evidentemente, todo el problema está en las singularidades de la hipersuperficie F =
0. Por ejemplo, si trabajamos en una variable y F = ξ2

1 , entonces la distribución U
que buscamos es la llamada valor principal de 1/ξ2

1 , que viene definida por

V p(
1
ξ2
1

)(ϕ) = lim
ε→0+

[∫ −ε
−∞

ϕ(t)
t2

dt+
∫ +∞

−ε

ϕ(t)
t2

dt

]
,

para cada función test ϕ ∈ D(Rn).

El problema de la existencia de soluciones fundamentales para operadores diferen-
ciales lineales con coeficientes constantes, fue primeramente resuelto por B. Malgrange
y L. Ehrenpreis, a “golpes de ε y δ” (ver [112], [55]). El problema de la división de
distribuciones por polinomios fue resuelto por L. Hörmander y S. Lojasiewicz (ver
[77], [104]).

En el Congreso Internacional de Matemáticas de Amsterdam de 1954, I.S. Gel’fand
propone el problema de la prolongación anaĺıtica de la función con valores en el espacio
de las distribuciones

Φ: s ∈ {z ∈ C | <z > 0} 7→ F s ∈ D′(Rn), (10)

donde F sigue siendo un polinomio como antes. De hecho, como para cada s ∈ C, con
<s > 0, F s es una función continua con crecimiento polinomial (lento) en el infinito,
podemos considerar la función (débilmente=fuertemente) anaĺıtica

Φ: {z ∈ C | <z > 0} → S ′(Rn), (11)
11Notemos que esta reducción es puramente formal, o si se quiere, puramente algebraica.
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con valores en el espacio de las distribuciones temperadas.

La posibilidad de una prolongación de Φ a una función meromorfa Φ̃ en C permitiŕıa
concluir de manera puramente algebraica. Para ello observamos que lims→0 Φ(s) = 1,
de donde Φ̃ no tendŕıa polo en s = 0 y además tomaŕıa el valor 1 (la función constante
1). Considerando el desarrollo de Laurent en el entorno de s = −1

Φ̃(s) =
+∞∑
k=−l

(s+ 1)kUk,

con Uk distribución temperada para cada k ≥ −l, y teniendo en cuenta que F Φ̃(s) =
Φ̃(s+1), deducimos que el desarrollo en serie de potencias de Φ̃ en el entorno de t = 0
es

Φ̃(t) =
+∞∑
k=−l

tk(FUk) (t = s+ 1),

de donde FU−l = · · · = FU−1 = 0 y FU0 = Φ̃(0) = 1, con lo que U0 seŕıa la
distribución (temperada) que buscamos.

El problema de la prolongación anaĺıtica de F s fue resuelto por I.N. Bernstein y
S.I. Gel’fand por v́ıa anaĺıtica en [9]. En [4] se da otra prueba geométrica basada en
la Resolución de Singularidades de Hironaka [76].

Pero no es ésta la única forma en la que el Algebra y la Geometŕıa Algebraica se
ven envueltas en el problema de la división de distribuciones.

I.N. Bernstein observó que la existencia de una relación funcional del tipo

b(s)F s = Q(s)F s+1, ∀s ∈ Z, (12)

donde b(s) es un polinomio no nulo con coeficientes complejos y Q(s) es un operador
diferencial del anillo C[s, ξ1, . . . , ξn, ∂/∂ξ1, . . . , ∂/∂ξn], resolv́ıa la cuestión, pues para
prolongar la función de (11) era suficiente aplicar la relación (12) y avanzar por franjas
de C del tipo −n < <s ≤ −n+1, logrando aśı una prolongación meromorfa con polos
contenidos en los trasladados por enteros negativos o nulos de las ráıces del polinomio
b(s). A un polinomio b(s) como el anterior de grado mı́nimo, se le llama polinomio
de Bernstein-Sato de F .

La observación fundamental de Bernstein es aún más sorprendente si se analiza la
prueba que da de la existencia de dicha relación funcional en [10]. Se trata de una
técnica puramente algebraica, donde la no conmutatividad del anillo de los operadores
diferenciales se “combate” con el paso al graduado, y una vez alĺı todo es cuestión
de utilizar el familiar polinomio de Hilbert-Samuel de la Geometŕıa Algebraica y del
Algebra Conmutativa.

El lector podrá encontrar una clara exposición de la prueba de Bernstein en [42]
(ver también [154]).

El caso de las series formales o convergentes fue tratado en [16, 17] y más tarde en
[83, 84] en el marco de los módulos holónomos sobre una variedad anaĺıtica compleja
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lisa. En [141] se puede encontrar un prueba unificada de la existencia de la ecuación
funcional de Bernstein en todos los casos anteriores, aśı como en el caso de las va-
riedades anaĺıticas ŕıgidas (álgebras de Tate) y los esquemas formales y débilmente
formales que aparecen en la cohomoloǵıa p-ádica.

Antes de abandonar este comentario-introducción al polinomio de Bernstein-Sato,
vamos a exponer dos situaciones donde aparece como protagonista.

2.5.1 Finitud de las localizaciones

Sea k un cuerpo de caracteŕıstica cero, A = k[x1, . . . , xd] el anillo de polinomios en
d variables con coeficientes en k y f ∈ A un polinomio no constante. Es bien fácil y
conocido comprobar que la localización Af = { a

fm | a ∈ A,m ≥ 0} no es un módulo
de tipo finito sobre el anillo A. Ahora bien, sabemos que A tiene una estructura
natural de D-módulo a la izquierda, donde D = A[∂1, . . . , ∂d] es el anillo de los
O.D.L. con coeficientes en A. Tal como vimos en la primera sección, la “evaluación
en el polinomio 1” nos proporciona un epimorfismo D-lineal a la izquierda del propio
anillo D en el D-módulo A, lo que hace que podamos ver A como el cociente de D
por el ideal a la izquierda generado por las derivadas parciales ∂i y, en particular,
A será un D-módulo finitamente generado, incluso monógeno. La estructura de D-
módulo se transfiere naturalmente a la localización Af : al derivar una fracción cuyo
denominador es una potencia de f obtenemos una nueva fracción del mismo tipo. La
existencia de la relación funcional (12) nos garantiza que Af estará generado como
D-módulo por la potencia fs0 , donde s0 es la menor ráız entera del polinomio de
Bernstein-Sato b(s), pues obviamente las potencias fs con s ≥ s0 se expresan como
fs = fs−s0 · fs0 y las potencias fs con s < s0 se expresan como

fs =
P (s) · · ·P (s+ 1) · · ·P (s0 − 1) · fs0

b(s)b(s+ 1) · · · b(s0 − 1)
.

Por tanto, la localización Af , a pesar de no ser finitamente generado como A-módulo
śı lo es como D-módulo. De hecho, se prueba también que Af es holónomo en en
sentido de la definición 5.

En el caso de las variedades algebraicas, la localización antes expuesta es la contra-
partida de la imagen directa (para la topoloǵıa de Zariski) por la inmersión abierta
asociada al complementario de la hipersuperficie f = 0. Más concretamente, si Y ⊂ X
es una hipersuperficie arbitraria de una variedad algebraica lisa X sobre un cuerpo k
de caracteŕıstica 0 y j : U = X − Y ↪→ X designa la inmersión del abierto comple-
mentario, entonces el haz j∗OU es un OX -módulo casi coherente pero no coherente.
Sin embargo, el haz j∗OU posee una estructura natural de DX -módulo, inducida por
la de j∗j−1DX -módulo, para la cual la teoŕıa del polinomio de Bernstein nos asegura
la coherencia y la holonomı́a (cf. [134]).

En el caso anaĺıtico complejo este mismo resultado no es cierto, pues la imagen di-
recta por j para la topoloǵıa trascendente introduce singularidades esenciales. Puede
darse sin embargo una variante, en la que en lugar de tomar j∗OU , tomamos la ima-
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gen directa “moderada” o localización algebraica OX [?Y ], formada por las funciones
meromorfas con polos a lo largo de Y . Este haz tiene una estructura de DX -módulo
obvia, para la cual de nuevo la teoŕıa del polinomio de Bernstein nos asegura la co-
herencia y la holonomı́a [83] (Una prueba de este hecho basada en la existencia de
la relación funcional de Bernstein sobre las álgebras de funciones holomorfas sobre
policilindros compactos se encuentra en [134, 141]).

Todo lo dicho anteriormente tiene sentido para un DX -módulo arbitrario en lugar
de OX : si M es un DX -módulo (a la izquierda) e Y ⊂ X es una hipersuperficie,
el localizado de M a lo largo de Y [67] , notado M[?Y ], hereda una estructura de
DX -módulo [122, 123, 84]: si f = 0 es una ecuación local de Y , las secciones locales
de M[?Y ] son fracciones de la forma m

fr , donde m essección local de M y r ≥ 0.
Los O.D.L. actúan sobre estas fracciones mediante las reglas habituales del Cálculo
Diferencial.

De hecho, cuando Y es una subvariedad algebraica o subespacio anaĺıtico arbitrario
de X, podemos extender la construcción precedente para obtener, no un solo DX -
módulo, sino un complejo de DX -módulos (objeto de la categoŕıa derivada), notado
RM[?Y ]. Este complejo aparece en un triángulo distinguido R Γ[Y ]M −→ M −→
RM[?Y ] +1−−→, cuyo primer témino es la cohomoloǵıa local algebraica con soporte en
Y (cf. [134]).

En el caso en que Y es una hipersuperficie, el complejo RM[?Y ] está concentrado
en grado 0 y su 0-cohomoloǵıa, R0M[?Y ], coincide con M[?Y ]. Si X es una variedad
algebraica lisa y si j : U ↪→ X designa la inclusión del abierto complementario de
Y , se tiene una identificción entre los DX -módulos M[?Y ] y j∗j

−1M. Si X es una
variedad anaĺıtica compleja lisa, se tiene una inclusión estricta M[?Y ] ⊂ j∗j−1M.

El resultado principal que resume las propiedades de la finitud de la localización de
los DX -módulos es el siguiente teorema, debido a Bernstein en el caso algebraico [10]
y a Kashiwara en el caso anaĺıtico complejo [83, 84] (ver también [134] y [141] para
generalizaciones a otros contextos).

Teorema 16 Si M et un DX-módulo holónomo e Y ⊂ X es un subespacio anaĺıtico
complejo o una subvariedad algebraica, dependiendo de los casos, entonces el complejo
RM[?Y ] tiene cohomoloǵıa holónoma. En particular, si Y es una hipersuperficie, el
DX-módulo M[?Y ] es holónomo.

La prueba del teorema anterior se reduce al caso de las hipersuperficies mediante
una sucesión de Mayer-Vietoris, y después a la teoŕıa del polinomio Bernstein-Sato
[10, 83, 84] (ver también [17, 54, 134, 141, 64]).

De esta forma la ecuación funcional de Bernstein-Sato aparece como el ingrediente
realmente nuevo de la teoŕıa de los DX -módulos con respecto al formalismo de la
Geometŕıa Algebraica y de la Geometŕıa Anaĺıtica.
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2.5.2 El polinomio de Bernstein-Sato y la topoloǵıa de las singularidades
de hipersuperficies complejas

Si f : (Cd+1, 0)→ (C, 0) es el germen de una función holomorfa no constante, podemos
considerar la singularidad de hipersuperficie que define: (Y = {f = 0}, 0), cuyo anillo
local será O = C{z1, . . . , zd+1}/(f).

La Teoŕıa de Singularidades se ocupa del estudio (local) de tales gérmenes, ya sea
a través de la topoloǵıa local del complementario (Cd+1, 0)− (Y, 0) o a través de las
propiedades algebraicas del anillo O. Un resultado básico de Milnor [147] afirma que,
si f tiene un punto cŕıtico aislado en el origen, entonces existe un ε0 > 0 tal que f
posee un representante f definido en la bola Bε0 de radio ε0 y centro el origen de Cd+1,
y tal que para cada ε ∈ (0, ε0) existe un η > 0 verificando que para cada t ∈ C con
|t| < η, la fibra f−1(t) corta transversalmente a la esfera Sε. En particular, y en virtud
del lema de Ehresman (cf. [181]) la aplicación f |Bε∩f−1(D∗η) : Bε ∩ f−1(D∗η)→ D∗η es
una fibración C∞ localmente trivial, que es trivial sobre el borde Sε ∩ f−1(Dη).

Además, el tipo topológico de dicha fibración es independiente del ε ∈ (0, ε0) (y
del η) tomado, y depende exclusivamente del germen de partida. Tiene sentido pues
hablar de “la fibra genérica” de una cualquiera de dichas fibraciones, a la que nos
referiremos como fibra de Milnor del germen f .

Milnor demuestra también que la fibra de Milnor F de f tiene el tipo de homotoṕıa
de un ramillete de µ esferas reales n-dimensionales µ = rgHn(F,Z) = dimCH

n(F,C),
y el entero µ puede interpretarse algebraicamente como la dimensión del espacio
vectorial complejo (finito dimensional) que se obtiene al formar el cociente de O por
el ideal jacobiano de f . Dicho entero se denomina número de Milnor de f , y es capaz
por de pronto de detectar la presencia de singularidades: Y es singular en 0 si y sólo
si µ > 1.

Pero en este contexto aparecen otros invariantes más sofisticados. Dado que F es la
fibra genérica de una fibración C∞ localmente trivial sobre una circunferencia, dicha
fibración está determinada por la propia F y por un difeomorfismo “caracteŕıstico” T :
F → F . Este difeomeorfismo caracteŕıstico induce un automorfismo de “monodromı́a”

Hn(T,C) : Hn(F,C)→ Hn(F,C),

que nos proporciona a su vez todo un conjunto de invariantes: sus valores propios, o
si se quiere, su forma de Jordan. Una cuestión relevante a principios de los 70 fue la
descripción algebraica de dichos invariantes, aśı como el estudio de sus propiedades.
Lo primero que se probó es que se trataba de ráıces de la unidad (este es el llamado
teorema de la monodromı́a [25]). Pero el resultado más llamativo para nosotros es
precisamente el resultado de Malgrange [115, 116] que comentamos seguidamente.

Notemos por bf (s) ∈ C[s] el polinomio de Bernstein-Sato del germen (serie conver-
gente) f . El teorema de Malgrange afirma que un número complejo σ anula a bf (s) si
y sólo si e2πiσ es un valor propio de la monodromı́a Hn(T,C). En particular, y como
concecuencia del teorema de Brieskorn [25], el polinomio de Bernstein-Sato de f tiene
todas sus ráıces racionales. Más tarde Kashiwara [83] extendió este resultado al caso
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de gérmenes con singularidades no necesariamente aisladas usando la resolución de
singularidades de Hironaka.

3 Los teoremas de dualidad discreta y de dualidad
continua

Sea X una variedad anaĺıtica compleja lisa con base numerable de dimensión pura
igual a d, y notemos ωX el haz inversible de las d-formas diferenciales. Para cada haz
localmente libre E sobre X (i.e., haz de secciones holomorfas de un fibrado vectorial),
es posible dotar de una topoloǵıa Q.F.S.12 (resp. Q.D.F.S.13) canónica a los espacios
de cohomoloǵıaHi(X,E) (resp. Hd−i

c (X,ωX⊗OXE∗)), de manera que la forma bilineal
obtenida al componer el morfismo de Yoneda Hi(X,E) × Hd−i

c (X,ωX ⊗OX E∗) →
Hd
c (X,ωX) con el morfismo traza (dado por la integración de (d, d)-formas con soporte

compacto)
∫

: Hd
c (X,ωX) → C, induce una dualidad topológica perfecta entre los

separados asociados. En el caso en que la variedad X sea compacta, los espacios
de cohomoloǵıa en juego son de dimensión finita [33] y las topoloǵıas naturales son
separadas, obteniendo aśı una identificación canónica entre el espacio Hi(X,E) y el
dual algebraico del espacio Hd−i

c (X,ωX ⊗OX E∗). Todo ésto es lo que nos asegura la
dualidad de Serre [171].

Es posible generalizar lo anterior al caso en que el haz E no sea localmente libre, sino
tan sólo OX -coherente. Es cuestión de reemplazar los espacios Hd−i

c (X,ωX ⊗OX E∗)
por Extd−iOX ,c(E, ωX). Se trata del resultado de Malgrange [113] (ver también [174]).

Es posible incluso generalizar lo anterior al caso en que X sea un espacio anaĺıtico
singular, para lo que hay que comenzar por encontrar un sustituto de ωX . En el
caso general, dicho sustituto no es un haz de OX -módulos, sino un complejo KX de
OX -módulos, llamado complejo dualizante (ver [161]).

Hasta ahora nos hemos ocupado de la dualidad “continua” sobre los haces coherentes
en un espacio anaĺıtico complejo. Disponemos también de una dualidad “continua”
sobre los haces coherentes en una variedad algebraica completa sobre un cuerpo al-
gebraicamente cerrado. Es la llamada dualidad de Serre-Grothendieck. En el caso
liso, esta dualidad adquiere una forma idéntica al caso de las variedades anaĺıticas
complejas compactas (cf. [74, chap. III, §7]).

Pasemos ahora a hablar de la dualidad “discreta”. Comenzamos por la dualidad
de Poincaré. Sea M una variedad C∞ orientable (y orientada) con base numerable
de dimensión pura real igual a d. Sea L un sistema local14 de espacios vectoriales
complejos de dimensión finita sobre M . Consideremos la forma bilineal Hi(M,L) ×
Hd−i
c (M,L∨)→ C obtenida al componer el morfismo de Yoneda correspondiente con

el morfismo traza
∫

: Hd
c (M,CM ) → C, dado por la integración de d-formas con

12Cociente de un espacio localmente convexo Fréchet Schwartz.
13Cociente del dual fuerte de un F.S..
14Haz localmente constante.
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soporte compacto. La dualidad de Poincaré-De Rham [162] nos asegura que la forma
bilineal anterior identifica el espacio Hi(M,L) con el dual algebraico de Hd−i

c (M,L∨).

Es posible generalizar este último resultado al caso de espacios localmente com-
pactos de “dimensión finita” y de haces L arbitrarios de C-espacios vectoriales, o
más aún, de módulos sobre un anillo noetheriano regular. Se trata de la dualidad
de Poincaré-Grothendieck-Verdier [177]. En este caso también es necesario construir
un complejo dualizante (o de orientación). Curiosamente esta generalización, aun
tratando de objetos “clásicos”, como son los espacios localmente compactos y los
haces sobre ellos, fue inspirada, y casi calcada, por la dualidad de Grothendieck sobre
los haces `-ádicos constructibles [1, 78], que fue desarrollada con anterioridad.

Una vez que hemos pasado revista a la dualidad “continua” de Serre-Malgrange-
Grothendieck-Ramis-Ruget y a la dualidad “discreta” de Poincaré-De Rham-Grothendieck-
Verdier, y que hemos constatado la analoǵıa formal de que gozan15, vamos a ver cómo
la teoŕıa de los D-módulos [124, 130] sobre una variedad anaĺıtica compleja lisa per-
mite englobarlas.

Volvamos pues al caso en que X es una variedad anaĺıtica compleja lisa de dimensión
compleja pura d, y por tanto de dimensión real 2d.

Dado un DX -módulo coherente M, o mejor, un complejo acotado de DX -módulos
con cohomoloǵıa DX -coherenteM, pongamos

Ei(M) := Ri Γ(X,Sol(M)) = ExtiDX (M,OX)

Eci (M) := R2d−i Γc(X,DR(M)) = Ext2d−i
DX ,c(OX ,M),

y consideremos la forma bilineal Eci (M) × Ei(M) → Ec0(OX) que se obtiene al com-
poner el morfismo de Yoneda con el morfismo traza, composición que es posible dado
que se tiene Ec0(OX) = H2d

c (X,CX) de acuerdo con el lema de Poincaré.

Los resultados de Z. Mebkhout [124, 130] nos dicen que es posible dotar a los espacios
Ei(M) y Eci (M) de unas topoloǵıas naturales Q.F.S. y Q.D.F.S. respectivamente, de
manera que la forma bilineal anterior induce una dualidad topológica perfecta entre
los separados asociados.

Hasta aqúı, no hay gran cosa nueva, sino tan sólo otro enunciado formalmente
análogo a los que ya teńıamos. Ahora bien, si E es un haz OX -coherente, podemos
considerar el complejo (acotado con cohomoloǵıa DX -coherente) ME := DX ⊗OX
R HomOX (E,OX). Pues bien, se tienen unos isomorfismos canónicos

Ei(ME) ' Hi(X,E), Eci (ME) ' Extd−iOX ,c(E, ωX)

de manera que la dualidad de Mebkhout nos permite obtener como caso particular
la de Serre-Malgrange. Nótese que en el caso particular en que E = OX , el complejo
ME se indentifica al propio DX .

15De hecho dicha analoǵıa no aparece exclusivamente en los enunciados, sino también en las prue-
bas, pues en el caso de la primera se utilizan las resoluciones de Dolbeault y de Grothendieck, mientras
que en la segunda se utilizan las de Poincaré y de De Rham, todas ellas del tipo formas-corrientes.
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Supongamos ahora que L es un sistema local de C-espacios vectoriales de dimensión
finita sobre X, y consideremos el DX -módulo L∨⊗CX OX . Se trata de un OX -módulo
localmente libre dotado de una estructura de DX -módulo, i.e una conexión integrable
(ver prop. 12 y ej. 13). Se tienen unos isomorfismos canónicos

Ei(L∨ ⊗CX OX) ' Hi(X,L), Eci (L
∨ ⊗CX OX) ' H2d−i

c (X,L∨)

de manera que la dualidad de Mebkhout nos permite también obtener la dualidad de
Poincaré-De Rham. Además, estos dos casos particulares de la dualidad de Mebkhout
aparecen como los dos casos ĺımites de la misma, pues losDX -módulos del tipo L∨⊗CX
OX tienen como variedad caracteŕıstica la sección nula del fibrado cotangente, siendo
por tanto holónomos (dimensión mı́nima), mientras que la variedad caracteŕıstica de
los DX -módulos del tipoME tiene dimensión igual a d más la dimensión del soporte
de E, pudiendo ésta llegar a ser máxima, es decir 2d.

No tendŕıa sentido esperar que la dualidad de Mebkhout pudiera englobar a la dual-
idad de Verdier para haces arbitrarios de C-espacios vectoriales sobre X. Ahora bien,
dentro de los haces de C-espacios vectoriales sobre X hay un tipo, del que son un caso
particular los sistemas locales, que posee un importante sentido geométrico. Se trata
de los haces anaĺıticamente constructibles (ver def. 14). Si pensamos un momento en
lo que haŕıa falta para obtener la dualidad de de Verdier-Grothendieck para un haz
constructible F sobre X, a partir de la dualidad de Mebkhout, llegamos rápidamente
a la conclusión de que necesitamos encontrar un complejo de DX -módulos con coho-
moloǵıa coherente M tal que

Sol(M) ' F, DR(M) ' F∨ = R HomCX (F,CX).

Aqúı está precisamente la motivación original de Mebkhout para lo que más tarde
se convertiŕıa de la llamada dualidad local [129] y el problema de Riemann-Hilbert para
los DX-módulos holónomos [125, 128, 132, 131], [87]. La primera de las relaciones
anteriores trata de realizar todo haz constructible sobre X como las “soluciones” de un
complejo de DX -módulos con cohomoloǵıa coherente (y de hecho holónoma regular).
Esto es lo que se ha venido en llamar el problema de Riemann-Hilbert. La segunda de
las relaciones es de hecho una consecuencia de la primera, de acuerdo con el teorema
de dualidad local de Mebkhout [125, 129]:

Teorema 17 Para cada DX-módulo16 holónomo M existe un isomorfismo natural:

DR(M) ' (Sol(M))∨.

En [155] se da una prueba detallada del resultado de Mebkhout y se relaciona con
la prueba (incompleta) de [89], 1.4.6.

Antes de pasar a comentar el problema de Riemann-Hilbert general, vamos a ver
cómo el intento de realizar ciertos haces constructibles como soluciones de DX -
módulos holónomos, está ı́ntimamente emparentado con el Teorema de Comparación

16El resultado es cierto para cada complejo acotado de DX -módulos con cohomoloǵıa holónoma.
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de Grothendieck, estableciendo aśı un puente entre la noción clásica de punto singu-
lar regular de una ecuación ordinaria (cf. [79]) y la noción de regularidad para los
DX -módulos holónomos.

4 El problema de Riemann-Hilbert para los D-módulos
holónomos

4.1 Los teoremas de comparación de Grothendieck y Deligne

Sea X una variedad algebraica lisa sobre el cuerpo de los complejos, y notemos Xan

la variedad anaĺıtica (lisa) compleja asociada y ϕ : Xan → X el morfismo natural. El
funtor ϕ∗ : Mod(OX) → Mod(OXan) transforma haces coherentes (resp. casicoher-
entes) en haces coherentes (resp. ĺımites inductivos de haces coherentes). Se tienen
isomorfismos canónicos

ϕ∗(ΩiX) ' ΩiXan , i ≥ 0. (13)

Aunque el complejo de De Rham algebraico Ω•X no es un complejo de OX -módulos,
pues la diferencial no es OX -lineal, sin embargo śı disponemos de un morfismo canónico
de complejos17 con diferencial C-lineal ϕ−1Ω•X → Ω•Xan , compatible con los isomor-
fismos (13), y que por tanto nos proporciona unos homomorfismos

Hi
DR(X) = R Γ(X,Ω•X)→ Hi

DR(Xan)
Poincaré' Hi(Xan,C), (14)

entre la cohomoloǵıa de De Rham algebraica de X y la cohomoloǵıa singular de Xan.

En el caso en que X sea propia, los teoremas GAGA de Serre [172] nos dicen que
los homomorfismos (14) son isomorfismos.

Analicemos ahora el método seguido por Grothendieck para tratar el caso general
[67].

Podemos sumergir X en una compactificación de Hironaka-Nagata X como abierto
denso. Sea Y = X −X el divisor del “infinito” con cruzamientos normales. Notemos
j : X ↪→ X la inmersión abierta18. Siguiendo el proceso anterior, podemos encontrar
unos morfismos de complejos19 ϕ−1j∗Ω•X → Ω•

X
an [?Y an] ↪→ jan∗ Ω•Xan que inducen

17Este hecho descansa en que la diferencial exterior, al ser un operador diferencial en el sentido de
[69, §16], puede ser linearizada mediante los haces de partes principales loc. cit. a los que śı podemos
aplicar el funtor ϕ∗.

18Tanto j∗ como (jan)∗ son funtores exactos sobre los módulos coherentes, pues Y e Y an son
hipersuperficies, y por tanto no es necesario derivarlos.

19La notación [?Y an] significa “con polos a lo largo de Y an.
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otros homomorfismos

Hi
DR(X)→ Ri Γ(X

an
,Ω•

X
an [?Y an])→

→ Ri Γ(X
an
, jan∗ Ω•Xan) = · · · = Hi(Xan,C).

El primero de los morfismos de complejos es un casi-isomorfismo gracias a los teore-
mas GAGA de Serre (y pasando por un argumento de ĺımite inductivo). Por tanto, el
primer homomorfismo entre los espacios de cohomoloǵıa es también un isomorfismo.
Sólo queda pues, para concluir, que el segundo morfismo de complejos es también un
casi-isomorfismo, lo cual es una cuestión local en el “infinito”, que además, gracias
a que Y posee cruzamientos normales, se trata de un cálculo elemental con series de
Laurent.

Aśı pues, la comparación global entre las cohomoloǵıas de De Rham algebraica y
anaĺıtica ha quedado reducida a una cuestión local, que además puede ser fácilmente
enunciada en términos de los D-módulos. Se tienen identificaciones canónicas

Ω•
X
an [?Y an] ' DR(OXan [?Y an]), jan∗ Ω•Xan ' R jan∗ DR(OXan).

Desde el punto de vista de los D-módulos, el problema es pues que el morfismo
natural

DR(OXan [?Y an])→ R(jan)∗(jan)−1 DR(OXan [?Y an]) = (15)
= R(jan)∗DR(OXan) = R(jan)∗CXan

es un casi-isomorfismo, o lo que es equivalente, que

DR(OXan [?Y an]/OXan) ' R ΓY an(CXan)[+1],

o incluso que Sol(OXan [?Y an]/OXan) ' CY an [−1], Sol(OXan [?Y an]) ' (jan)!CXan .

Usando la resolución de singularidades de Hironaka, se prueba que las relaciones an-
teriores son ciertas para cada hipersuperficie de una variedad anaĺıtica compleja, con
independencia de que provenga de una variedad algebraica y de que tenga cruzamien-
tos normales [67], [123, §3]. Dichas relaciones expresan la “regularidad” en el sentido
de Mebkhout (ver def. 18) del haz estructural, visto como D-módulo holónomo, a
lo largo de la hipersuperficie en cuestión. Por otra parte, resuelve el problema de
Riemann-Hilbert para el caso de los haces constructibles del tipo (jan)!(jan)−1CXan ,
donde jan es la inmersión abierta del complementario de un divisor cualquiera Y an

de nuestra variedad anaĺıtica20.

El caso del teorema de comparación de Deligne [44] puede ser tratado por el mismo
procedimiento e interpretado dentro de la Teoŕıa de los D-módulos. El resultado de
Deligne trata de, en lugar de considerar la conexión trivial sobre nuestra variedad
algebraica de partida, considerar un fibrado E dotado de una conexión integrable ar-
bitraria. El problema es ahora la comparación entre la cohomoloǵıa de De Rham

20Todo ésto puede interpretarse como el “lema de Poincaré singular” para el citado divisor [126].



26 Actas de EMA. Sevilla,13-17 de noviembre de 2000

algebraica de E y la cohomoloǵıa de De Rham anaĺıtica de Ean. Ya en el caso de
las curvas nos percatamos de que en general la respuesta a este problema de com-
paración es negativa. Depende de la “irregularidad” de nuestra conexión en los pun-
tos del infinito. Esto lleva a Deligne a dar una definición en dimensión cualquiera de
“regularidad”, que no es otra que la que utiliza el propio teorema de comparación de
Grothendieck, y lo que es más importante, se da también un criterio geométrico de
regularidad (restricción a curvas).

4.2 La noción de regularidad para los D-módulos holónomos

Motivado por las relaciones anteriores válidas para el haz estructural, Mebkhout in-
troduce la siguiente noción21 [123, 122, 125, 129] (ver también [159]) :

Definición 18 Sea X una variedad anaĺıtica compleja lisa. Diremos que un complejo
de DX-módulos con cohomoloǵıa holónoma M es regular a lo largo de un subespacio
anaĺıtico cerrado Y ⊂ X si se verifican las propiedades equivalentes22 siguientes:

1. El morfismo natural DR(RM[?Y ]) → R j∗j
∗DRM, es un isomorfismo (en la

categoŕıa derivada), donde j : X − Y ↪→ X es la inclusión.

2. El morfismo natural j!j∗ SolM→ Sol(RM[?Y ]) es un isomorfismo (en la cat-
egoŕıa derivada).

3. El morfismo natural Sol(M)|Y → R HomDX (M,O
Xb|Y ) es un isomorfismo (en

la categoŕıa derivada), donde O
X |̂Y designa el completado formal de OX a lo

largo de Y (cf. [5]).

Diremos queM es regular si lo es a lo largo de cualquier subespacio anaĺıtico cerrado
Y ⊂ X.

La propiedad 3. anterior es una generalización del resultado de Malgrange [114] que
asegura que una ecuación diferencial ordinaria tiene un punto singular en el 0 ∈ C si
y sólo toda solución formal es convergente.

Con la ayuda de un sucesión de Mayer-Vietoris (cf. [134]) se comprueba que para que
el complejoM sea regular es suficiente que lo sea a lo largo de cualquier hipersuperficie
Y ⊂ X.

Los resultados de la sección anterior pueden por tanto resumirse afirmando que OX
es regular.

La categoŕıa abeliana de los DX -módulos holónomos regulares se nota por Holr(X).

21Existe otra noción [90] (ver también [89]) de “singularidades regulares” válida para los sistemas
microdiferenciales, que resulta ser equivalente a la noción de Mebkhout sobre los sistemas diferenciales
holónomos.

22La equivalencia de estas propiedades se basa en el teorema de dualidad local.
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4.3 El problema de Riemann-Hilbert

Como ya hemos comentado con anterioridad, el problema de Riemann-Hilbert para
los haces anaĺıticamente constructibles trata de expresar un tal haz F sobre una va-
riedad anaĺıtica compleja lisa X, como las “soluciones” de un DX -módulo coherente.
Nótese que la denominación está completamente justificada. El problema clásico de
Riemann trataba de realizar ciertas monodromı́as en el complementario de los pun-
tos 0, 1,∞ de P1(C) a través de las soluciones de ecuaciones diferenciales algebraicas
con singularidades regulares en dichos puntos. Más tarde Hilbert generalizaba dicho
problema, pero manteniendo absolutamente el principio de describir “objetos trascen-
dentes” mediante “objetos algebraicos efectivos”.

Lo primero que se observa es que podemos concentrar nuestra búsqueda entre los
DX -módulos holónomos, de acuerdo con el Teorema de Constructibilidad de Kashi-
wara. En segundo lugar, un solo DX -módulo holónomo da lugar a todo un complejo
de soluciones, que eso śı, de acuerdo con el teorema anterior, tiene cohomoloǵıa ana-
ĺıticamente constructible. En el ejemplo del haz “prolongación por 0” j!j

−1CX ,
donde j es la inmersión abierta del complementario de una hipersuperficie Y ⊂ X,
analizado antes, el problema se resuleve de una manera relativamente simple. En-
contramos un solo DX -módulo holónomo OX [?Y ] cuyas soluciones se identifican a
j!j
−1CX . Sin embargo, si hubiéramos partido de un subespacio anaĺıtico cualquiera

Y ⊂ X, la respuesta no es tan fácil. En este caso necesitamos el complejo de DX -
módulos ROX [?Y ] := R limk→∞HomOX (IkY ,OX) con cohomoloǵıa holónoma, para
obtener el isomorfismo deseado Sol(ROX [?Y ]) ' j!j

−1CX . Por supuesto, en el caso
en que Y sea una hipersuperficie el complejo anterior se indentifica al DX -módulo
usual OX [?Y ] de las funciones meromorfas con polos a lo largo de Y . Es más, si Y
es una intersección completa local, dicho complejo se identifica “esencialmente” a un
solo DX -módulo holónomo, pues sólo posee cohomoloǵıa no nula en un único grado.

Se pone aśı de manifiesto la necesidad de utilizar complejos de DX -módulos (con co-
homoloǵıa holónoma) para realizar los haces constructibles como “soluciones”. Además,
previamente ya sab́ıamos que un sólo DX -módulo holónomo daba lugar a todo un
complejo. Por tanto, el marco adecuado donde tratar el funtor “soluciones” (y lo
mismo para el funtor “De Rham”) es el de las categoŕıas de los complejos cor-
respondientes, donde las condiciones de finitud se fijan sobre los grupos de coho-
moloǵıa de los mismos. Este es justamente el meollo de las categoŕıas derivadas
y de los funtores derivados totales. Resumiendo, disponemos de los dos funtores
Sol : Db

h(DX)→ Db
cons(CX),DR : Db

h(DX)→ Db
cons(CX) que expresan de forma pre-

cisa la relación entre objetos continuos y objetos discretos, y que además están ligados
por la dualidad de dos maneras distintas: DR(M∗) ' Sol(M),DR(M) ' (Sol(M))∨,
donde ∗ indica la dualidad algebraica sobre los D-módulos (cf. [82, 134]) y ∨ indica la
dualidad topológica sobre los haces constructibles [178]. La primera de ellas es formal,
mientras que la segunda es la llamada dualidad local de Mebkhout [129] aludida al
final de la sección 3.

El problema de Riemann-Hilbert para los (complejos de) haces anaĺıticamente con-
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structibles se enuncia pues de la siguiente forma:

¿Son esencialmente sobreyectivos los funtores anteriores? Y en caso afir-
mativo, ¿puede aislarse una subcategoŕıa de Db

h(DX) de manera que
dichos funtores induzcan equivalencias?

La respuesta a ambas preguntas, y en el contexto que estamos comentando, es
conocida desde los años 1979/1980, y se encuentra en los trabajos [125, 128, 127, 132,
131], [87]. Dicha respuesta consiste en añadir como condición a nuestros complejos
de D-módulos la de ser regulares (def. 18).

De esta forma podemos considerar la categoŕıa Db
hr(DX) de los complejos acotados

con cohomoloǵıa holónoma regular (es lo mismo que decir que el complejo es regular,
pues se prueba que un complejo es regulares si y sólo si sus cohomoloǵıas lo son),
que es una subcategoŕıa triangulada plena de Db

h(DX), y el resultado final es la
correspondencia de Riemann-Hilbert para los D-módulos holónomos:

Teorema 19 Sea X una variedad anaĺıtica compleja lisa. Los funtores

Sol : Db
hr(DX)→ Db

cons(CX), DR : Db
hr(DX)→ Db

cons(CX)

son equivalencias de categoŕıas (trianguladas).

Una prueba directa y relativamente simple del teorema anterior en el caso de las
variedades de dimensión 1 se encuentra en [152].

Una de las principales consecuencias de la resolución afirmativa del Problema de
Riemann-Hilbert ha sido el descubrimiento de los haces perversos. Vamos a detenernos
un instante en estos objetos.

4.4 Haces Perversos

Dado que los funtores Sol y DR son una equivalencia de categoŕıas, y dado que
la categoŕıa Db

hr(DX) contiene como subcategoŕıa plena (estable por dualidad) a la
categoŕıa abeliana de los DX -módulos holónomos regulares, su imagen esencial será
también una subcategoŕıa abeliana de Db

cons(CX), pero distinta de la de los haces
constructibles. Además, sus objetos tendrán carácter “local”, se podrán “pegar”
como si de haces se tratara.

Paralelamente a este descubrimiento, M. Goresky y R. MacPherson estaban es-
tudiando una variante de la (co)homoloǵıa singular sobre espacios singulares, que
admitiera, entre otras cosas, el formalismo de la dualidad de Poincaré. Esto se con-
segúıa a base de considerar no todas las cadenas singulares, sino tan sólo aquellas que
cortaran a una estratificación predefinida con unas condiciones determinadas, que los
autores expresaban mediante las funciones de perversidad. Todo ésto era ya expĺıcito
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en [61, 62], aunque quedaban algunas cuestiones importantes, como la independencia
de la estratificación elegida. Por sugerencia de Deligne, y apoyándose en que 12 o 13
años antes, Grothendieck y Verdier hab́ıan mostrado cómo la dualidad de Poincaré
se redućıa a problemas de naturaleza local, estos autores cambiaron el enfoque ori-
ginal y construyeron un complejo cuya hipercohomoloǵıa calculaba la cohomoloǵıa
de intersección que ellos hab́ıan introducido. De esta forma, Goresky y MacPherson
escribieron el trabajo [63], en el cual defińıan dicho complejo de intersección ICX para
un espacio anaĺıtico complejo X. Como no pod́ıa ser menos, se trataba de un com-
plejo acotado con cohomoloǵıa constructible, canónicamente definido, y de carácter
“local”. Además era autodual, lo que explicaba el que la dualidad de Poincaré fuera
satisfecha por la (co)homoloǵıa de intersección. De hecho hab́ıa algo más. Goresky
y MacPherson describ́ıan una nueva operación, que permit́ıa pasar de un complejo
definido sobre un abierto de Zariski a otro definido sobre el total, y que gozaba de
un buen comportamiento por la dualidad. Es la llamada imagen directa intermedia,
notada habitualmente j!∗, y que también teńıa un carácter local. El complejo de inter-
sección aparećıa como la imagen directa intermedia del haz constante sobre el abierto
de puntos regulares de nuestro espacio. Aśı pues se trataba de un caso muy particular
de otros complejos más generales, que por ejemplo aparećıan de la siguiente forma.
Si X es una variedad anaĺıtica lisa, j : U ↪→ X es una inmersión abierta de Zariski y
L es un sistema local sobre U , podemos obtener un complejo no trivial considerando
la imagen directa intermedia j!∗(L). Dispońıamos aśı de toda una familia de objetos
de carácter local, distinta de la de los haces (constructibles) usuales, inmersa en una
categoŕıa derivada de carácter no local.

Pues bien, el milagro se produce una vez más y se observa que dichas prolongaciones
intermedias proporcionan nuevos ejemplos de complejos pertenecientes a la imagen
esencial, por los funtores Sol y DR, de la categoŕıa de los DX -módulos holónomos
regulares. Esto se lleva a cabo al caracterizar los complejos de dicha imagen esencial
mediante las propiedades de “soporte” (ver teorema 15) y de “cosoporte”[129]23, y
comprobar que las prolongaciones intermedias las satisfaćıan. De esta manera, dichas
prolongaciones pertenećıan a una subcategoŕıa abeliana, esta vez de carácter local,
de la categoŕıa derivada de los complejos constructibles, y además, engendraban a
todos sus objetos por extensiones finitas. Este hecho sirvió de base, de manera poco
justificada a nuestro entender, para bautizar a dicha imagen esencial: sus objetos
seŕıan llamados a partir de ese momento haces perversos.

La definición formal queda pues como sigue:

Definición 20 Un complejo constructible F sobre una variedad anaĺıtica compleja
lisa X de dimensión d se denomina haz perverso si tanto él como su dual F∨ sat-
isfacen las propiedades de soporte: dim sophiF ≤ d − i,dim sophiF∨ ≤ d − i,
∀i = 0, . . . , d. Si i : Y ↪→ X es una inmersión cerrada anaĺıtica de codimensión
pura r, diremos que un complejo constructible F en Y es un haz perverso en Y si

23Esta caracterización fue descubierta por Deligne, y pasa por la utilización del problema de
Riemann-Hilbert para los complejos holónomos de D∞-módulos de Mebkhout, y en particular de la
bidualidad para éstos últimos (ver teorema 29, [26], [101, th. (4.6.3)]).
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i∗F [−r] es un haz perverso de X. La subcategoŕıa plena de Db
cons(CY ) formada por

los haces perversos se nota por Perv(Y ).

El resultado siguiente es pues un corolario del teorema 19 y de la caracterización
de Deligne-Mebkhout:

Corolario 21 Sea X una variedad anaĺıtica compleja lisa. Los funtores

Sol : Holr(X)→ Perv(X), DR : Holr(X)→ Perv(X)

son equivalencias de categoŕıas (abelianas).

Con todos estos hechos consolidados, A.A. Beilinson, J. Bernstein y P. Deligne24

escribieron la memoria [7], donde se acomete el estudio autónomo de las subcategoŕıas
abelianas plenas de las categoŕıas derivadas (t-estructuras), aśı como la definición
de los haces perversos sobre espacios estratificados generales, incluyendo el caso de
la topoloǵıa étale de los esquemas y la cohomoloǵıa `-ádica. Es justamente sobre
este caso sobre el que el citado trabajo tiene sus mayores aportaciones, que podemos
resumir en el hecho de que todo haz `-ádico perverso mixto y simple sobre un esquema
de tipo finito definido sobre un cuerpo finito, es puro25. Este hecho permite obtener
una nueva prueba de los resultados fundamentales del trabajo [48].

Vemos aśı como la Teoŕıa de losD-módulos, de la mano en este caso de la (co)homoloǵıa
de intersección de Goresky-MacPherson, ha tenido una influencia indirecta, pero prob-
ablemente fundamental, en el desarrollo añadido de otro de los temas centrales de la
escuela de Grothendieck.

Desde la década de los (19)80, una de las cuestiones que han suscitado más interés
dentro de la teoŕıa de los haces perversos ha sido su descripción expĺıcita, ya sea en
términos de diagramas de espacios vectoriales o por cualquier otro medio que permita
realizar cálculos de manera efectiva. Los trabajos [43], [65], [57], [149], [150], [59],
[105], [107], [108], [151], [106], [153], [58], [20], [158] entre otros, contienen aportaciones
en este sentido.

En la tesis [71] se desarrolla el punto de vista de [153] en el contexto general del
“pegamiento” de t-estructuras.

4.5 El complejo de irregularidad de Mebkhout

Dado un DX -módulo holónomo M y una hipersuperficie Y ⊂ X, la obstrucción para
la regularidad de M a lo largo de Y (ver def. 18) se encuentra en los últimos términos

24O. Gabber se descolgó del proyecto a última hora, aunque es posible que su contribución real
tuviera al menos el mismo peso que la del resto de los firmantes. Ver a este respecto el primer párrafo
de la introducción del [7].

25Las nociones de “puro” y “mixto” son las que hacen referencia a los valores propios de los iterados
del morfismo de Frobenius. Ver para más detalles [48].
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de los triángulos:

(DRM[?Y ])|Y −→ (R j∗j
∗DRM)|Y −→ Q = (R ΓY DRM[?Y ])|Y [+1] +1−−→,

Sol(M)|Y −→ Sol(R Γ[Y ]M)|Y −→ Q′ = Sol(M[?Y ])|Y [+1] +1−−→,

Sol(M)|Y −→ R HomDX (M,O
Xb|Y )|Y −→ Q′′ = R HomDX (M,O

Xb|Y /OX)|Y
+1−−→ .

Por el teorema de dualidad local 17 y la bidualidad de los complejos constructibles,
se tiene un isomorfismo Q∨ ' Q′.

Los dos últimos triángulos están relacionados a través del isomorfismo Q′ ' Q′′,
proveniente de O

Xb|Y ' R HomOX (R Γ[Y ]OX ,OX) ([125, chap. II, prop. 6.1], [134]).

El teorema siguiente es el resultado fundamental de [136].

Teorema 22 En las condiciones anteriores, los complejos Q′ y Q′′ son haces perver-
sos.

El teorema anterior motiva la definición siguiente:

Definición 23 El complejo de irregularidad de M a lo largo de la hipersuperficie Y ,
notado IrrY (M), está definido por: IrrY (M) = (R ΓY DRM[?Y ])|Y [+1] y por tanto
se encuentra en el triángulo:

(DRM[?Y ])|Y −→ (R j∗j
∗DRM)|Y −→ IrrY (M) +1−−→ .

El teorema 22 y la teoŕıa general de las t-estructuras desarrollada en [7] han permi-
tido a Mebkhout [135] dar una prueba del teorema de comparación de Grothendieck
(15) y del problema de Riemann-Hilbert 19, pasando por el teorema de existencia de
Riemann en el sentido de [44], sin usar la resolución general de singularidades. En el
primer caso tan sólo es necesario apelar al caso elemental de las curvas planas, y en
el segundo a la resolución de las superficies de Jung.

En el mismo orden de ideas, en [135] también se da una prueba del teorema de
Kashiwara sobre la racionalidad de los ceros del polinomio de Bernstein-Sato (ver
2.5.2) basada en el teorema de la monodromı́a de singularidades de hipersuperficies
complejas arbitrarias26 y en la teoŕıa de la V -filtración (ver la sección 6.5).

5 D
∞-módulos

5.1 El haz de los operadores diferenciales de orden infinito

Dada una variedad anaĺıtica compleja X, la convergencia uniforme sobre los com-
pactos dota al haz de las funciones holomorfas OX de una estructura natural FNS

26Aunque las primeras pruebas de este teorema también usaban la resolución de singularidades
(cf. [94]), en [100] se da una prueba que la evita.
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(Fréchet nuclear Schwartz). Las desigualdades de Cauchy muestran que los operadores
diferenciales lineales son endomorfismos continuos respecto de dicha estructura. Se
tiene pues DX ⊂ HomtopC(OX ,OX).

La prueba de la siguiente proposición puede encontrarse en [134] o [143].

Proposición 24 Sea (U ;x) una carta local de X y sea P : OX → OX un endomor-
fismo continuo. Entonces existen unas funciones holomorfas únicas aα ∈ OX(U),

α ∈ Nn, tales que P =
∑
α∈Nn

aα
∂α

α!
con lim|α|→∞ |aα(x)|

1
|α| = 0 uniformemente sobre

cada compacto de U , o de manera equivalente, la función
∑
α∈Nn aα(x)ξα es holo-

morfa en U × Cn.

La definición original del haz de los operadores diferenciales (lineales) de orden
infinito D∞X se encuentra en [170]. No obstante, la escritura local probada en loc. cit.
y la proposición anterior nos permiten adoptar la siguiente definición.

Definición 25 El haz de los operadores diferenciales (lineales) de orden infinito
D∞X sobre X es el haz de los endomorfismos continuos del haz estructural: D∞X =
HomtopC(OX ,OX).

Pocas propiedades de finitud son conocidas paraD∞X . No obstante, hay una propiedad
algebraica fundamental con importantes consecuencias para la teoŕıa:

Teorema 26 [170] La extensión DX ⊂ D∞X es fielmente plana a la izquierda y a la
derecha.

La prueba original del teorema anterior en [170] utiliza métodos microlocales. En
[143] se encuentra una prueba de dicho resultado basada en la existencia de una
estructura topológica FNS sobre D∞X , que lo hace aparecer como el completado de
DX , y para la que la división de gérmenes de operadores diferenciales de orden finito
[21], [34], [35] es continua (ver también [75]).

5.2 El teorema de bidualidad local de Mebkhout

Si M es un DX -módulo (a la izquierda) arbitrario, disponemos de un morfismo
canónico de “bidualidad”

M −→ R HomCX (R HomDX (M,OX),OX). (16)

Notemos M∞ = D∞X ⊗DX M. Puesto que D∞X es plano sobre DX y que OX es
también un D∞X -módulo, se tiene que R HomDX (M,OX) = R HomD∞X (M∞,OX), y
por tanto deducimos otro morfismo de “bidualidad”

M∞ −→ R HomCX (R HomD∞X (M∞,OX),OX) = R HomCX (R HomDX (M,OX),OX).
(17)
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Es claro por tanto que, excepto en casos triviales como M = OX , el morfismo (16)
no es un isomorfismo. Sin embargo, se tiene el siguiente resultado fundamental [125],
[129]:

Teorema 27 En las condiciones anteriores, si M es un DX-módulo holónomo, en-
tonces el morfismo de bidualidad (17) M∞ −→ R HomCX (R HomDX (M,OX),OX) es
un isomorfismo.

El teorema anterior permite dar otra propiedad equivalente a la regularidad de la
definición 18 en términos de los operadores diferenciales de orden infinito [129], [134,
II,2.3.1]:

Teorema 28 Dado un complejo de DX-módulos con cohomoloǵıa holónoma M y un
subespacio anaĺıtico cerrado Y ⊂ X, las propiedades siquientes son equivalentes:

1. El complejo M es regular a lo largo de Y .

2. El morfismo natural D∞X ⊗DX RM[?Y ]→ R j∗j
∗D∞X ⊗DXM es un isomorfismo.

La virtud de la propiedad 2. del teorema anterior radica en el hecho que no hace
intervenir ni el funtor Sol ni el funtor DR, y que por tanto es independiente de la
“resolución” de los sistemas de ecuaciones diferenciales.

En [143, §5] se utiliza la estructura topológica del haz D∞X para probar que la
existencia de una ecuación funcional del tipo (12) para un generador (local) m de un
DX -módulo M:

b(s)F sm = Q(s)F s+1m,

donde F = 0 es la ecuación (local) de una hipersuperficie Y ⊂ X, verificando la
condición de que el grado total (en s y en las derivaciones) de Q(s) es menor o igual
que el grado del polinomio b(s), implica la propiedad 2. del teorema anterior, y por
tanto la regularidad de M a lo largo de Y .

El siguiente resultado resume los resultados de Mebkhout acerca del problema de
Riemann-Hilbert [125, chap. V], [132], [131]. Notaremos por Db

h(D∞X ) la subcate-
goŕıa de la categoŕıa derivada Db(D∞X ) formada por los complejos de D∞X -módulos
“holónomos”.

Teorema 29 Los funtores:

Sol = R HomDX (−,OX) : Db
hr(DX) −→ Db

cons(CX),
D∞X ⊗DX − : Db

hr(DX) −→ Db
h(D∞X ),

Sol∞ = R HomD∞X (−,OX) : Db
h(D∞X ) −→ Db

cons(CX),

R HomCX (−,OX) : Db
cons(CX) −→ Db

h(D∞X )

son (anti)equivalencias de categoŕıas trianguladas. Además, los tres primeros forman
un diagrama conmutativo y los dos últimos son casi inversos el uno del otro.
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6 Otros desarrollos de la teoŕıa de D-módulos

En esta última sección comentamos muy brevemente algunas aplicaciones de la teoŕıa
de D-módulos y algunas de sus ĺıneas más activas en la actualidad, indicando algunas
referencias que ayuden al lector interesado.

6.1 La teoŕıa microlocal

El propio origen de la teoŕıa de D-módulos se encuentra en la conjunción de la teoŕıa
clásica de los SELDP, los métodos microlocales (operadores pseudodiferenciales) y
los métodos cohomológicos (categoŕıas y funtores derivados, hiperfunciones, micro-
funciones, etc.), realizada por Sato y su escuela. La referencia base es sin duda [170].
(Ver también [88], [85], [96]).

Esta teoŕıa ha dado lugar a desarrollos puramente algebraicos, como [56] y [95],
creándose aśı la microlocalización algebraica (ver [103] para una presentación de con-
junto). También ha tenido aplicaciones al estudio de la irregularidad [97], [98]. Por
último ha tenido una fuerte interacción con la teoŕıa de Singularidades a través de
los sistemas de Gauss-Manin [157], del formalismo de los ciclos evanescentes y las
variedades polares [102], de la geometŕıa de los espacios conormales, o Geometŕıa
microlocal, [176], [164, 165], [27] y de la teoŕıa de haces [91].

6.2 La teoŕıa de D-módulos y las representaciones de grupos

Otra de las consecuencias de más impacto del Problema de Riemann-Hilbert para los
módulos holónomos fue la resolución de la conjetura de Kazdhan-Lusztig [6], [29]. La
idea básica de Beilinson-Bernstein en [6] es la de relacionar el álgebra envolvente del
álgebra de Lie de un grupo algebraico reductivo complejo con los operadores diferen-
ciales globales sobre la variedad de banderas. El lector interesado puede encontrar
una introducción accesible en [8] y un tratamiento más completo en [173], [146] (ver
también [175]).

6.3 Estudio de la irregularidad de los sistemas diferenciales

Tras la resolución del Problema de Riemann-Hilbert para los módulos holónomos,
uno de los campos más inexplorados era el estudio y clasificación de los SELDP
con singularidades irregulares. La semicontinuidad de la irregularidad fue estudiada
en [133]. La clasificación local de los D-módulos irregulares en una variable, junto
con el comportamiento de la transformación de Fourier algebraica y el estudio del
fenómeno de Stokes se aborda en [119] (ver también [166] para un estudio parcial
del caso de la dimensión 2). La noción de poĺıgono de Newton (pendientes) de un
D-módulo se estudia en [97], [137], y en [99] se prueba que las pendientes algebraicas
coinciden con las trascendentes definidas a partir de la filtración Gevrey del complejo
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de irregularidad IrrY (def. 23)27.

6.4 Cálculos efectivos en teoŕıa de D-módulos

La teoŕıa de D-módulos también se ha visto influida por la presencia creciente de los
métodos efectivos y computacionales del Álgebra y de la Geometŕıa Algebraica. Aśı se
ha generalizado la teoŕıa de las bases de Gröbner al caso de los anillos de operadores
diferenciales [21], [34, 35, 36]. Más recientemente, las técnicas de división se han
aplicado al cálculo efectivo de las pendientes del poĺıgono de Newton [2] (ver también,
como complemento, [38], [3]). Asimismo, el libro [169] contiene nuevos desarrollos de
las aplicaciones del cálculo efectivo con los anillos de operadores diferenciales.

6.5 La teoŕıa de D-módulos y las Singularidades

La interacción de la teoŕıa de D-módulos y las Singularidades se centra principalmente
en los siguientes aspectos: la conexión de Gauss-Manin [92], [157], la relación con el
polinomio de Bernstein (ver 2.5.2) y la V -filtración.

En [23] se da una presentación bastante completa acerca de la relación entre las
singularidades y el comportamiento del polinomio de Bernstein-Sato (ver también
[24]).

La teoŕıa de la V -filtración [118], [86] (ver también [144]) se ocupa de construir en
términos de D-módulos holónomos (regulares) los haces perversos de ciclos evanes-
centes [49] (ver también [144]). Esto permite calcular algebraica y efectivamente
importantes invariantes geométricos y topológicos de las singularidades.

En [30, 31], [32] se estudian ciertos D-módulos logaŕıtmicos asociados a un tipo
de singularidades complejas no aisladas, llamadas divisores libres. Estos D-módulos
están estrechamente relacionados con el polinomio de Bernstein-Sato y codifican gran
parte de la información geométrica.

En relación con los cálculos efectivos, en [22], [109] y [156] se dan algoritmos de
cálculo del polinomio de Bernstein-Sato.

6.6 La teoŕıa de D-módulos y la teoŕıa de Hodge

El problema de Riemann-Hilbert permite considerar a los módulos holónomos regu-
lares como los “buenos” coeficientes para la cohomoloǵıa de de Rham de las variedades
algebraicas o anaĺıticas complejas lisas. La existencia de la estructura adicional de
Hodge [45, 46, 47] sobre la cohomoloǵıa de de Rham con coeficientes constantes, sug-
iere la traducción de dicha estructura sobre los módulos holónomos. Este punto de
vista ha sido desarrollado por M. Saito en los trabajos [167, 168]. Una presentación
de conjunto y actualizada se encuentra en [15].

27Esta filtración es una generalización a la dimensión superior de la estudiada en [160].
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6.7 La teoŕıa p-ádica de D-módulos

La teoŕıa de D-módulos en general y la correspondencia de Riemann-Hilbert en par-
ticular han tenido una influencia decisiva en el desarrollo de la cohomoloǵıa p-ádica,
iniciada en los trabajos de Dwork [51, 52, 53] y de Monsky-Washnitzer [148] (ver
también [68]).

Se han dado las definiciones de los “buenos” anillos de operadores diferenciales p-
ádicos, esta vez de orden infinito [12, 13], [141, 140] y se han probado algunas de
las esperadas propiedades de conservación de finitud sobre sus módulos [13], aunque
queda por determinar la conservación de la holonomı́a por las imágenes directas.

A pesar de lo anterior, la teoŕıa ha obtenido un notable éxito al proporcionar pruebas
de la finitud de la cohomoloǵıa de Monsky-Washnitzer (y de la cohomoloǵıa ŕıgida
[11]) de las variedades algebraicas en caracteŕıstica positiva [14],[39, 40, 41], [138].
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[28] J.L. Brylinski, A.S. Dubson, and M. Kashiwara. Formule de l’indice pour modules holonomes
et obstruction d’Euler locale. C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I Math., 293(12):573–576, 1981.

[29] J.L. Brylinski and M. Kashiwara. Kazhdan-Lusztig conjecture and holonomic systems. Invent.
Math., 64:387–410, 1981.

[30] F.J. Calderón Moreno. Operadores diferenciales logaŕıtmicos con respecto a un divisor libre.
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relative to a free divisor. Ann. Sci. École Norm. Sup. (4), 32(5):701–714, 1999.

[32] F.J. Calderón Moreno and L. Narváez Macarro. The module Dfs for lo-
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[61] M. Goresky and R. MacPherson. La dualité de Poincaré pour les espaces singuliers. C. R.
Acad. Sci. Paris Sér. I Math., 284:1549–1551, 1977.

[62] M. Goresky and R. MacPherson. Intersection homology theory. Topology, 19:135–162, 1980.

[63] M. Goresky and R. MacPherson. Intersection homology, II. M. Goresky and R. MacPherson,
72:77–129, 1983.

[64] J.M. Granger and Ph. Maisonobe. A basic course on differential modules. In [110], vol. I,
pages 103–168.

[65] M. Granger and Ph. Maisonobe. Faisceaux pervers relativement à un point de rebroussement.
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[77] L. Hörmander. On the division of distribution by polynomials. Arkiv för Math., 3:555–568,
1958.

[78] L. Illusie (Ed.). Cohomologie l-adique et fonctions L (SGA 5). Lecture Notes in Mathematics,
Vol. 589, Springer-Verlag, Berlin, 1977.

[79] O. Ince. Ordinary Differential Equations. Dover, New York, 1950.

[80] M. Kashiwara. Algebraic study of systems of linear differential equations. Master’s thesis,
Univ. de Kyoto, 1971. (in Japanese). Traducción inglesa en: Mém. Soc. Math. France (N.S.),
63, 1995.

[81] M. Kashiwara. Index theorem for a maximally overdetermined system of linear differential
equations. Proc. Japan Acad., 49:803–804, 1973.

[82] M. Kashiwara. On the maximally overdetermined systems of differential equations. Publ. Res.
Inst. Math. Sci., 10:563–579, 1975.

[83] M. Kashiwara. b-functions and holonomic systems. Invent. Math., 38:33–53, 1976.

[84] M. Kashiwara. On the holonomic systems of linear differential equations II. Invent. Math.,
49:121–135, 1978.

[85] M. Kashiwara. Systems of microdifferential equations, volume 34 of Progress in Math.
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[115] B. Malgrange. Sur les polynômes de Bernstein. Uspekhi Mat. Nauk., 29:81–88, 1974.

[116] B. Malgrange. Le polynôme de I.N. Bernstein d’une singularité isolée. Lect. Notes in Math.,
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[131] Z. Mebkhout. Une autre équivalence de catégories. Comp. Math., 51:63–88, 1984.
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[151] L. Narváez-Macarro. Cycles évanescents et faisceaux pervers: cas des courbes planes
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192, 1985. Differential systems and singularities (Luminy, 1983).
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