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Resumen

En estas notas se hace un recorrido por la Teoria Algebraica de los Sistemas
Diferenciales Lineales, insistiendo en sus motivaciones, en sus nociones y re-
sultados basicos y en sus aportaciones e interacciones con otros campos de las
Matematicas.
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Introduccién

La Teoria Algebraica de los Sistemas Diferenciales Lineales, también llamada Teoria
de D-mddulos o Andlisis Algebraico, nace de la confluencia de la Teoria clasica de
las Ecuaciones Lineales en Derivadas Parciales y de la Geometria Algebraica. Esta
confluencia se produce a finales de los (19)60 de la mano de M. Sato y de su escuela
de Kyoto, y se apoya en el vigoroso desarrollo de la Geometria Algebraica impulsado
por A. Grothendieck y su escuela desde finales de los (19)50.

A lo largo de treinta anos, la Teoria Algebraica de los Sistemas Diferenciales Lin-
eales se ha constituido en una disciplina “puente” entre importantes campos de las
Matematicas, como son la propia Geometria Algebraica y la Teoria de Singularidades,
la Topologia de Variedades, la Teoria de Representaciones de Grupos de Lie y, por
supuesto, las propias Ecuaciones Diferenciales. Esto ha supuesto en mucho casos un
alto grado de sofisticacién, lo que se ha traducido en dificultad de acceso.

El papel que juega el Algebra y la Geometria Algebraica dentro de la Teoria guarda
similitud con el jugado por las Matematicas respecto de otras Ciencias, especialmente
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de la Fisica. Si bien los desarrollos matematicos puros no son en muchas ocasiones
necesarios estrictamente hablando para las aplicaciones més inmediatas, no es menos
verdad que a medio y a largo plazo es en las teorias matemaéticas abstractas donde
las teorias fisicas encuentran su alojamiento. Puede que para encontrar una solucion,
exacta o aproximada, de una ecuacién diferencial (problema inmediato), la Teorfa
Algebraica no sea determinante, pero también es cierto que la Teoria Algebraica ha
sido capaz de descubrir aspectos profundos de las ecuaciones diferenciales que estaban
ocultos en la teoria clasica, y que por otra parte les pertenecen como los demaés.

Estas notas intentan divulgar algunos de los aspectos anteriores y se dirigen muy
particularmente a los especialistas en otros campos de las Matematicas y a los inves-
tigadores en formacién en el amplio &mbito de la Geometria Algebraica. En ellas nos
marcamos tres objetivos principales.

En primer lugar, tratamos de ofrecer al lector un recorrido por la Teoria de D-
modulos, desde sus origenes en los trabajos [80], [170], hasta algunos de sus desarrollos
y aplicaciones més recientes —representaciones de grupos, irregularidad, cohomologia
p-adica, etc.—, pasando por los resultados centrales —polinomio de Bernstein-Sato y su
relacién con la topologia de las singularidades (Malgrange), teorema de constructibili-
dad de Kashiwara, teoremas de dualidad de Mebkhout, problema de Riemann-Hilbert
de Mebkhout-Kashiwara, complejo de “irregularidad” de Mebkhout, etc.—. Este re-
corrido se apoya en una relativamente extensa lista de referencias, que no pretende
ser exhaustiva, pero que si la unimos a las “referencias de las referencias” deberia
mostrar un mas que alto porcentaje de la literatura existente en la actualidad.

En segundo lugar, deseamos ubicar nuestra actividad cientifica y nuestros intereses
investigadores, asi como los de buena parte del grupo de investigacion del Depar-
tamento de Algebra de la Universidad de Sevilla al que pertenecemos. Para ello, en
aquellos puntos de la teoria donde existen aportaciones, las hemos senalado indicando
las referencias correspondientes.

En tercer y ultimo lugar, intentamos dar una introduccién a la Teoria de D-mddulos
donde se explique la conexién con las ecuaciones diferenciales y se motive la intro-
duccién de los métodos algebraicos. Esto podria constituir el punto de partida de un
estudio més profundo y detallado, basado en algunos de los textos generales existentes:
[120], [17], [126], [101], [19], [134], [91], [110], [18], [111].

Pasamos ahora a comentar el contenido de las notas. La seccion 1 contiene el
material y las observaciones de partida que motivan la apariciéon de los métodos
algebraicos en el estudio de los sistemas diferenciales lineales. Tiene un caracter
elemental y usa un lenguaje poco especializado.

La seccién 2 describe los ingredientes fundamentales de la Teorfa. Su comprension
requiere algunos conocimientos bédsicos de variedades (diferenciables, analiticas o al-
gebraicas). El apartado 2.5 estd dedicado al polinomio de Bernstein-Sato, y en él se
describe la motivacion original respecto de la existencia de soluciones fundamentales
de las ecuaciones lineales en derivadas parciales con coeficientes constantes.
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En la seccién 3 se aborda el papel jugado por la Teoria de D-mddulos en relacién
con la dualidad topolégica de Poincaré y la dualidad analitica de Serre.

La seccidén 4 estd dedicada al resultado central de la Teoria de D-mddulos: el prob-
lema de Riemann-Hilbert. Se conecta con el Teorema de Comparacién de Grothendieck
y con los resultados “clésicos” de Deligne, pasando por la definiciéon general de “reg-
ularidad” y la nocién de “haz perverso”.

En la seccién 5 se explica el papel jugado por los anillos de operadores diferenciales
de orden infinito.

En la seccién 6 se enumeran brevemente diversos desarrollos recientes de la Teoria
de D-mdbdulos, asi como algunos de los campos en donde ha tenido sus aplicaciones
mas espectaculares.

Por ultimo, agradecemos al comité organizador del (Primer) Encuentro de Matemaéticos
Andaluces la invitacién para impartir una de las conferencias plenarias, origen de es-
tas notas. También agradecemos al Departamento de Matemaéticas de la Universidad
Nacional de Cérdoba (Argentina) la hospitalidad durante una estancia en Agosto de
2000 en la que ultimamos la redaccién de las mismas.

1 Aspectos algebraicos de los sistemas lineales de
ecuaciones en derivadas parciales

Consideremos para empezar una ecuaciéon diferencial lineal ordinaria
(@)Y + -+ + a1 (2)y + ag(a)y =0 (1)

donde los coeficientes a; pertenecen a algin anillo A de “funciones de una variable”
infinitamente derivables. Por ejemplo, A puede ser uno de los anillos siguientes:

(A) El anillo de las funciones C* sobre un intervalo de la recta real.

(B) El anillo de las funciones analiticas sobre un intervalo de la recta real.

(C) El anillo de las funciones holomorfas sobre un dominio de la recta compleja.

(D) El anillo de las series convergentes en una variable con coeficientes reales o com-
plejos.

(E) El anillo de los polinomios o de las series formales en una variable con coeficientes
racionales, reales o complejos, o incluso en un cuerpo abstracto de caracteristica nula.

El conjunto de los endomorfismos k-lineales de A, Endy(A), dotado de la suma y
la composicién de endomorfismos, es un anillo con unidad (el endomorfismo iden-
tidad) que no es conmutativo en general. Todo elemento de a € A determina
un endomorfismo, que también notamos a : A — A, dado por la multiplicacion:
a(b) = ab, Vb e A. De esta forma podemos considerar A C Endg(A).

Notemos por § = % : A — A el operador derivacién y por k el cuerpo de las

constantes, i.e. k= {a € A,9(a) = 0}, que dependiendo de los casos serd el cuerpo
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de los reales, el cuerpo de los complejos o un cuerpo arbitrario de caracteristica nula.
Es claro que 9 € Endg(A) y que, por la regla de Leibnitz, se tiene:

doa=aod+ad, VacA. (2)

Consideremos el subanillo D de Endg(A) generado por A y por 9. Los elementos
de D pueden escribirse de manera tnica en la forma a,, o™ + -+ 4+ ag con m > 0
y a; € A. A dichos elementos los denominamos operadores diferenciales (k-lineales)
(0.D.L.) con coeficientes en A. Podemos pues escribir D = A[9)], lo que indica que
los elementos de D admiten una expresién polinomial tinica como la anterior, pero
hemos de tener en cuenta que la aritmética de la composiciéon proviene de la relacion
(2). De ahora en adelante, para aligerar la escritura, la composicién de operadores se
notard con una simple yuxtaposicién.

La bisqueda de las soluciones de nuestra ecuacién de partida (1) puede realizarse en
el espacio de funciones A o en cualquier otro k-espacio vectorial E donde tenga sentido
la multiplicacién (por la izquierda) por elementos de A asi como la accién (también
por la izquierda) de 9, ambos de manera compatible con la regla de Leibnitz (e.g. un
espacio de distribuciones). Esto es lo que en el lenguaje algebraico denominamos un
D-mddulo a la izquierda.

La ecuacién (1) puede escribirse P -y = 0 donde P = @, 0™ + ---+ a9 € D e
y es la incégnita perteneciente a E. Notemos sol(P, E) al espacio vectorial de las
soluciones de (1) en E, i.e. sol(P,E) ={y € E | P-y =0} = ker Pg, donde Pg es el
endomorfismo de espacios vectoriales'! P :y € E+— P .y € E.

Una observacion bésica, y al mismo tiempo absolutamente elemental, es la existencia
de un isomorfismo canénico sol(P, E) ~ Homp(D/DP, E) dado por y — [@ = Q(y)]a
donde DP designa el ideal a la izquierda de D generado por P, D/DP el correspon-
diente D-médulo cociente y Homp(D/DP, E) el espacio de los homomorfismos D-
lineales de D/DP en E. Como consecuencia de la no conmutatividad del anillo D,
hemos de observar que este ltimo espacio tan sélo hereda una estructura vectorial
sobre el cuerpo k de constantes?.

La observacién anterior nos dice que, al menos desde un punto de vista cuantita-
tivo, las soluciones de la ecuacién (1) dependen exclusivamente del D-mdédulo (a la
izquierda) D/DP, y no del mismo P.

Analicemos ahora la ecuacién no homogénea
am(2)y™ + -+ ar(x)y’ + ao(x)y = Py = b, (3)

donde b es un elemento del D-médulo a la izquierda® E e y € E es la incégnita.
Una cuestién fundamental es conocer para qué elementos b € E la ecuacién (3) tiene
soluciones. El espacio vectorial coker Pr = E/Im Pg responde cuantitativamente a

1Como el anillo D no es conmutativo, Pg no es D-lineal, tan sélo es k-lineal.

2Este cuerpo es justamente el centro del anillo D.

3Recordemos que E puede ser el mismo espacio de funciones A donde estan los a;, o cualquier
otro espacio de interés para la teoria clasica, como por ejemplo, un espacio de distribuciones.
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esta cuestion. Asi, la ecuacién (3) tiene soluciones para cualquier b € E si y sélo si
coker P = 0. Dicho de otra forma, el espacio vectorial coker Pr mide la obstruccién
para resolver dicha ecuaciéon. Pues bien, veamos céomo el Algebra Homolégica nos
permite concluir en qué forma este espacio depende en realidad del D-médulo D/DP
y no del operador P de partida, al igual que ocurria en el caso de sol(P, E) = ker Pg.

Bajo ciertas condiciones sobre el anillo de “funciones” A que aseguren su noethe-
rianidad? (p. ej., en los casos (D) y (E), y desde el punto de vista local ~teoria de
haces— al que nos referiremos mas tarde, en el caso (C)) deducimos que el propio
anillo D es noetheriano (a la izquierda y a la derecha). Esta propiedad implica que
para cada D-médulo (a la izquierda) N finitamente generado y para cada sistema de
generadores ny,...,n, € N de N, el epimorfismo de D-médulos ¢ : (P1,...,P.) €
D™ +— %" Pn; € N tiene un niicleo Ky = ker ¢y que es de nuevo un D-médulo (a la
izquierda) finitamente generado. Podemos por tanto elegir un sistema finito de gene-
radores eq,...,e,, € Ko y considerar el correspondiente epimorfismo de D-mddulos
o1 : (P1y...,Pr) € D" — > Pe; € Ky. Iterando este proceso, encontramos una
sucesién de homomorfismos de D-mddulos

. Pit+1 Dri Pi Dri_l Pi—1 Y2 Drl (25} Dro $o N—>O (4)

cuyas composiciones sucesivas ; o ;11 se anulan (complejo) que verifican la propiedad
de exactitud kerp; = Imp; 11, Vi > 0y o es sobreyectivo. Dicha sucesién se
denomina una resolucion libre del D-médulo N, y aunque en principio depende de las
distintas elecciones de generadores que hayamos hecho, es tinica en un cierto sentido

que ahora no vamos a precisar5.

Adem3ds de la noetherianidad, el anillo D goza de otra propiedad fundamental:
tiene dimension homoldgica finita (cf. [163, 180]). En nuestro caso, esta propiedad se
traduce en la existencia de un entero d > 0 tal que, para cada D-mdédulo finitamente
generado N, podemos encontrar una resolucién (4) de longitud finita e < d:

0 — D' Pe, pre-1 $eml 2L pro 20 N . (5)

Esto ocurrird justamente cuando al calcular ker ¢._1 veamos que es un D-mddulo
libre.

De esta forma, el D-médulo N puede reemplazarse por una de sus resoluciones libres
finitas L = D"e 2% pre-1 2ol L. L D" que segtin hemos dicho, es tinica en un
sentido conveniente. Los homomorfismos ¢; : D™ — D"i-1 al estar definidos entre
médulos libres, vienen dados por matrices de operadores diferenciales ®(9) = (qbyk)) de
tamafio 7; X r;—1: @;(P1,...,P.)) = (Py,...,P. )é(i).

El Algebra Homolégica nos ensefia la nocién de funtor derivado total (cf. [179, 73];
ver también [142]) de Homp(—, F), que se nota por RHomp(—, F), y cuyo valor en

4Se dice que un anillo es noetheriano (a la izquierda) si todos sus ideales (a la izquierda) son
finitamente generados.

5Para ello es necesario recurrir a la nocién de categoria derivada de la categoria abeliana de los
D-médulos (a la izquierda) (ver por ej. [179, 73]; ver también [142]).
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N puede calcularse mediante alguna resolucion libre L de N:

RHomp (N, E) = Homp(L,E) = E™ 24 g 22, ... Ze, pre,

Los ¢f : E™-' — E™ vendran dados por la accién de las matrices o) de oper-
adores diferenciales: ¢} (y1,...,Yr,,) = (21,.-.,2r,), 25 = > ¢§Zk)yk El objeto
RHomp (N, E) es pues un complejo de espacios vectoriales que estd univocamente
definido en el sentido de las categorias derivadas (recordemos la “unicidad” de L). A

sus distintos grupos de (co)homologia se les denota por Ext'y (N, E) := h* RHomp(N, E) =
ker p;11/Imep;, i > 0. Parai = 0 se tiene Ext} (N, F) = Homp(N, E).

Volviendo al ejemplo surgido de la ecuacién (1), una resolucién libre del médulo
N = D/DP es claramente 0 — D 2D N0 El complejo R Homp(D/DP, E)

P-=P : .
queda pues encarnado en 0 — F ——2 E — 0 y por tanto se tienen unos isomor-
fismos canénicos

s0l(P, E) = ker Pg ~ h° RHomp(N, E) = Homp(N, E)
coker Pi ~ h' RHomp (N, E) = Ext},(N, E)
h* RHomp(N, E) = Ext), (N, E) =0, Vi#0,1.

Deducimos pues, que no sélo el espacio sol(P, E) = ker Pg depende en realidad del D-
médulo D/DP como ya sabfamos, sino que lo mismo ocurre para el espacio coker Pg.
Ademds, ambos espacios se obtienen tomando las (co)homologias de grados 0 y 1
respectivamente del complejo R Homp(D/DP, E). Por tanto, este complejo encierra
una interesante informacién cuantitativa de las ecuaciones diferenciales (1) y (3) en
lo que a las soluciones en E se refiere, o si se quiere, dicha informacién cuantitativa
estd presente en el funtor R Homp(D/DP,—) con independencia del espacio donde
estemos buscando nuestras soluciones.

Todo lo anterior puede ser generalizado en 4 direcciones distintas:

1) Sistemas de ecuaciones lineales (varias ecuaciones en lugar de una sola ecuacién).
2) Ecuaciones de varias variables, i.e. ecuaciones en derivadas parciales (en dimensién
cualquiera en lugar de la dimensién 1).

3) Estudio de las soluciones de los sistemas en abiertos arbitrarios contenidos en el
abierto de definicién del sistema, asi como de las propiedades de prolongacién de las
soluciones (el comportamiento de un mismo SELDP puede ser radicalmente distinto
de un abierto a otro).

4) Estudio intrinseco de las propiedades de los SELDP, con independencia de las
coordenadas locales (trabajar en el marco de las variedades diferenciables, analiticas
reales o complejas, algebraicas, etc. en lugar de dominios de la recta real o compleja).

La extensién a los casos 1) y 2) es inmediata: basta considerar como anillo A un
anillo de “funciones de varias variables z1,...,z4” (el anillo de las funciones C* o
analiticas sobre un abierto de R?, o el anillo de las funciones holomorfas sobre un
abierto de C?, o el anillo de las series convergentes en d variables con coeficientes
reales o complejos, o el anillo de los polinomios o de las series formales en d variables
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con coeficientes racionales, reales o complejos, o incluso en un cuerpo abstracto de
caracteristica nula) y como anillo D al anillo A[d1,...,04] C Endg(A), donde los 0;
son las derivadas parciales % y k es el cuerpo de constantes.

En lugar de considerar una sola ecuacién como en (1) podemos considerar un sistema
de ecuaciones lineales en derivadas parciales:

Puyir +--+ Py, = 0

Prllyl +-F Prlroyro = 0

donde los P;; € D son operadores diferenciales en derivadas parciales con coeficientes
en A.

De forma similar al caso de las ecuaciones ordinarias, el sistema (6) da lugar al D-
médulo N = D™ /K, donde K es el submédulo de D™ generado por (P, -+, Pir,),
1<i<ry. SiEesun D-médulo (a la izquierda), el espacio de las soluciones de (6)
en E es canénicamente isomorfo a Homp (D™ /K, E).

También en este caso podemos considerar el complejo R Homp (N, E) cuyo h° se
identifica al espacio de las soluciones de nuestra sistema de partida y cuyo hA' nos
da informacién cuantitativa acerca del sistema no homogéneo. Pero el complejo
RHomp (N, E) contiene mucha més informacién: en el caso de un sistema, no sélo
disponemos de sus dos primeros espacios de (co)homologfa h° y h!, sino de todos los
hiconi=2,3,... que la teoria cldsica no detecta...

La extension al caso 3) necesita de la consideracién sistemdtica de objetos que
manejen simultaneamente todos los abiertos contenidos en el dominio de definicion.
Estos objetos se denominan haces. Asi, si Q C C? es un abierto, en lugar de considerar
el anillo A de las funciones holomorfas en 2 debemos considerar el haz de las funciones
holomorfas sobre Q, Oq, que a cada abierto U C 2 asocia el anillo Oq(U) ={f : U —
C | f es una funcién holomorfa}. De manera andloga, en lugar de considerar el anillo
D de los operadores diferenciales lineales con coeficientes en A debemos considerar el
haz de los operadores diferenciales Dg que a cada abierto U C () asocia el anillo de
los operadores diferenciales sobre U, D (U) = O (U)[04, - .., 4]

La extensién al caso 4) se realiza mediante el estudio de los anillos (y haces) de
operadores diferenciales en el marco de las variedades (diferenciales, analiticas o al-
gebraicas), con independencia de los sistemas de coordenadas locales.

En la siguiente seccién veremos céomo la Teoria de D-mdodulos permite la general-
izacién simultanea de todo lo expuesto con anterioridad en las 4 direcciones senaladas.
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2 Objetos y resultados basicos de la Teoria de los
D -modulos

Aunque muchas de las nociones que vamos a tratar guardan sentido en el caso de
las variedades diferenciables, nos centraremos en el caso de las variedades analiticas
complejas lisas o de las variedades algebraicas lisas sobre un cuerpo de caracteristica
0, que es donde se verifican las principales propiedades de finitud. Esto representa
en principio una restriccién, pero en la practica no es tal pues casi todos los sistemas
que nos “interesan” tienen coeficientes polinémicos o analiticos.

Por otra parte, hemos omitido toda referencia a las operaciones geométricas (imagenes
directas e imdgenes inversas) por considerar que, a pesar de su papel central en la
teoria, exigirian un esfuerzo técnico mas alld de los objetivos de estas notas. Esta
omisién puede ser facilmente cubierta con la lista de referencias generales dada en la
Introduccién.

2.1 El haz de los operadores diferenciales D x

Sea X una variedad analitica o algebraica lisas sobre el cuerpo de los complejos® de
dimensién d. Notaremos por Ox el haz estructural, i.e. para cada abierto U C X,
Ox (U) representa el espacio de las funciones regulares u holomorfas, segin el caso,
definidas en U (cf. [72, 66]).

Notaremos por D x el haz de los operadores diferenciales lineales sobre X. De man-
era intrinseca [69, §16], se trata del subhaz del haz de los endomorfismos End¢(OQx),

reunion filtrante creciente de los Dg?,l > 0, definidos inductivamente por Dg?) =0x
y
D (U) == {P € Bndc(0y) | [Pr,a] € DY, Va € Ox 4, Ve € U},

para cada abierto U de X. Si (U;x1,...,24) es una carta local de X, las secciones de

l . .. lar]
‘D&) sobre U se escriben de manera tnica EaeNd o<1 aagw—a, donde los a,, € Ox (U).

El graduado de Dx para la filtracién precedente, gr(Dx) = @?ingl() / Dgl(_l), se in-
dentifica canénicamente con el dlgebra simétrica del haz tangente (haz de los campos
vectoriales) de X, Dery(Ox). Se trata por tanto de un haz de anillos conmutativos,
y si m: T*X — X denota el espacio cotangente de X, se tiene una inclusién nat-
ural gr(Dx) — m.Or-x, que permite interpretar a las secciones de gr(Dx) como
las funciones holomorfas o regulares sobre T*X que son polinémicas en las fibras de
7. En el caso algebraico, esta inclusién es un isomorfismo’. Vemos asi una relacion

6En el caso algebraico, podriamos también considerar el caso de un cuerpo base de caracterfstica
0 arbitrario.

"En el caso analitico complejo (resp. algebraico) , el espacio cotangente T* X se identifica con
Specan gr Dy (resp. con Specgr Dx) (cf. [120, exp. 1]).
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precisa e intrinseca entre los operadores diferenciales sobre X y el espacio cotan-
gente, que explica el papel fundamental de este ultimo en el estudio de los SELDP
(Andlisis Microlocal). Concretamente, dado un operador diferencial P de orden [

<z . alel . ..
de expresion en coordenadas locales P = ZaeNd,|a|§l o gz > SU simbolo principal
_ aq aq : < 2 " . .
0(P) =3 nend ja|=1 @i -+ &;? se interpreta como una funcién en 7*X, independi-
ente del sistema de coordenadas elegido.

Ejemplo 1 Sea X = C? el espacio afin complejo de dimension d, considerado como
variedad algebraica. Entonces el espacio de las secciones globales de Dx se iden-
tifica al algebra de Weyl Wy(C) = Clz1,...,2q,01,...,04] con relaciones x;x; =
TjTi, 828] = 8]‘81', aﬁl‘j = 3:]»8,» — 51‘]', 1 S i,j S d (Cf [17, 121, 42, 154/)

El siguiente teorema resume las propiedades fundamentales de D x:

Teorema 2 1) Dx es un haz de anillos coherente® a la izquierda y a la derecha (cf.
[70]). 2) Para cada punto p € X, la fibra Dx p, es un anillo filtrado noetheriano
noetheriano a la izquierda y a la derecha, cuyo graduado es un anillo de polinomios
en d variables con coeficientes en el anillo local reqular Ox ,. 3) Para cada punto
p € X, el anillo Dx , tiene dimension homoldgica global finita, igual a dim X = d.

La prueba de estas propiedades se podra consultar en [120, exp. 1], [17], [134], [64].
Las propiedades anteriores permiten reducir en buena parte el estudio del haz Dx y
de sus médulos coherentes al estudio puramente algebraico (Teorfa de Anillos) de los
anillos filtrados noetherianos de tipo diff (cf. por ejemplo [17, 141, 103]).

Ejemplo 3 1. El haz estructural Ox tiene una estructura evidente de D x -mddulo
a la izquierda, pues Dx C Endc(Ox).

2. El haz dualizante wx = /\dQﬁ( tiene una estructura candnica de D x-mddulo
a la derecha (cf. [157]. Ver también [140] para una discusion general). En

coordenadas locales, si 0 = f(x)dxzy A -+ A dxg es una seccion de wx y P =
> aend G (g)% es un operador diferencial, se tiene 0P = P'(f)dz1 A---Ndzg,

con Pt =3 cva(—1)1¥ag (2) gl:i es el operador traspuesto en el sentido cldsico.

3. Si € es un Ox-mddulo, dar a & una estructura de Dx-maodulo a la izquierda
que extienda a la de Ox-modulo es equivalente a dar una conexion integrable,
i.e. un morfismo k-lineal V : € — QY ®o, &, que satisface la regla de Leibnitz
V(fm) = fV(m)+ (df) ® m, para cada seccion m de € y cada seccion f de Ox,
y que es integrable en el sentido de que Vi, 5,1 = [Vs,, Vs,]| para cada par de
campos de vectores (derivaciones) d1,d2, donde Vs : m — Vs(m) := (5, V(m))
representa la derivada covariante respecto de §.

8La propiedad de coherencia es una propiedad de caricter local sobre los haces de anillos que
juega un papel similar a la noetherianidad.
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2.2 D xy-mdbdulos coherentes y holénomos

Un Dx-médulo M se dice que es coherente (cf. [134, 64]) si existe un recubrimiento
abierto X = UU; tal que para cada abierto U; la restriccién M|y, admite una pre-
sentacion

(Dxlv,)" = (Dxlu,)® — M|y, — 0,

o lo que es lo mismo, M|y, ~ coker ¢, donde ¢ vendrd dada por una matriz ® de
operadores diferenciales lineales en U;. Asi pues, localmente un D x-moddulo coherente
viene dado por una matriz de operadores diferenciales, que determina un SELDP como
(6). Podemos pues pensar que la nocién de D x-médulo coherente sobre una variedad
es una versién intrinseca y global de la de SELDP, al menos en lo que a los aspectos
cuantitativos se refiere tal como explicamos en la seccién anterior.

Ejemplo 4 1. El haz estructural Ox es coherente, pues admite una presentacion

Oy = Dy/Du - (3%1 e %) sobre cada carta local (U;xy,...,24). De hecho,

esta presentacion puede globalizarse sin utilizar coordenadas y obtener asi una
resolucion localmente libre definida en todo X

0—Dx ®ox AT = - =5 Dx @o, T — Ox — 0, (7)

donde T = Derc(Ox) = Homg (2%,0x) es el haz tangente®, y las diferencia-
les vienen dadas por

PR A AE) = TP (1)U (PE) @ (EL A A& A A&+
A iy CDHIP @ ([EL G A NG NG A AE).

Esta es la llamada resolucién de Spencer de Ox (cf. [184, chap. I, (2.1.17)]).

2. Con la ayuda de la resolucion de Spencer, se prueba la existencia de un isomor-
fismo candnico de D x-mddulos a la derecha wx ~ Ext%x (Ox,Dx), con lo que
wx también es coherente.

Existe una manera canoénica de intercambiar D x-modulos a la izquierda con D x-
moédulos a la derecha, cuyos detalles omitiremos en estas notas (cf. [157, 37]).
Dada una ecuacién diferencial lineal en derivadas parciales de orden [ en un abierto
d . o alel , , - ~
QcCcC* Py=20,con P= ZaeNd,|a\§l Qo Gz s la teoria clasica nos ensefia que un

objeto basico a considerar es su variedad caracteristica, dada por

{@exCo(P)ad= D  aal@ &)

a€Nd |a|=1

Al igual que en los aspectos cuantitativos de las soluciones, estudiados en la seccién
anterior, la variedad caracteristica es un objeto geométrico que en realidad no depende

9Sus secciones locales son los campos de vectores.
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de la ecuacién misma, sino del D-médulo que determina. Es mas, en el caso de los sis-
temas, la variedad caracteristica no puede definirse simplemente como la interseccion
de las variedades caracteristicas de cada una de las ecuaciones, sino que necesitamos
recurrir al Algebra v a la Geometria Algebraica para su correcta definicion.

Sin entrar en muchos detalles, dado un D x-mdédulo (a la izquierda o a la derecha)
coherente M, con la ayuda de las buenas filtraciones locales (cf. [64]), podemos definir
su variedad caracteristica, notada Ch(M). Se trata de un cerrado analitico (o alge-
braico) cénico del fibrado cotangente de X. La propiedad fundamental de Ch(M) es
su caracter involutivo respecto de la estructura simpléctica candénica de T*X. Este
resultado se conoce como la involutividad de las caracteristicas [170] (cf. también
[117, 64], y [56] para una prueba puramente algebraica). Una primera consecuencia
de la involutividad es la llamada desigualdad de Bernstein: para cada D x-mdédulo
(a la izquierda o a la derecha) no nulo, se tiene dim(Ch(M)) > dim(X). Esta de-
sigualdad juega un papel fundamental en la definicion de los médulos holonomos que
veremos a continuacion, y de hecho puede probarse sin pasar por la involutividad (cf.
[134]).

La variedad caracteristica de un D x-mddulo coherente, y por ende de un SELDP,
es un objeto geométrico que contiene toda la informacién acerca de sus singularidades
(ver a titulo de ejemplo la proposicién 12).

Es facil ver que la variedad caracteristica es “aditiva” con respecto a las sucesiones
exactas: Si0 — M — M — M’ — 0 es una sucesién exacta de D yx-mddulos
coherentes no nulos, entonces Ch(M) = Ch(M') U Ch(M").

Definicién 5 (del algebrista) Se dice que un Dx-mddulo a la izquierda (o a la
derecha) coherente es holénomo (o de dimensién minimal) si Exty, (M,Dx) = 0
si i # d = dim(X).

Definicién 6 (del gedmetra) Se dice que un D x-mddulo a la izquierda (o a la derecha)
coherente es holénomo (o0 de dimensién minimal) si dim(Ch(M)) = dim(X).

Las dos definiciones anteriores son equivalentes (cf. [134, 64]).

Ejemplo 7 Se tiene: 1) Ch(Dx) =T*X. 2) Ch(Ox) = T%(X), y por tanto Ox es
holénomo. 8) De acuerdo con la proposicion 12, todo Dx-mddulo que sea localmente
libre de rango finito sobre Ox es holonomo.

Notaremos por Hol(X) la categoria de los D x-médulos coherentes y holénomos. Es
facil demostrar que dicha categoria es abeliana y estable por extensiones (cf. [120,
17, 134)).

Como consecuencia del teorema de involutividad de las caracteristicas, todas las
componentes irreducibles de la variedad caracteristica de un D x-mddulo coherente
son lagrangianas (cf. [157, 64]), y por tanto son de la forma T3 (X), donde Y es
un subconjunto analitico (o algebraico) de X (aqui hemos escrito Ty (X) para la
adherencia en T* X del conormal a la parte lisa de Y).
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2.3 El complejo de soluciones y el complejo de de Rham de
un D-mdbdulo

Motivados por lo estudiado en la seccién 1, damos la siguiente definicién [82]:

Definicién 8 St M es un D x-mddulo a la izquierda, se define su complejo de solu-
ciones mediante la expresion Sol(M) = R Homs , (M, Ox).

En la definicién anterior, y siguiendo los ejemplos estudiados en la seccién 1, se
considera primeramente el funtor (contravariante) Homp,(—,0x) : Mod(Dx) —
Mod(Cx) de la categoria de de los Dx-médulos a la izquierda en la categoria de
los haces de C-espacios vectoriales (o Cx-mdédulos), que es exacto a la izquierda.
La teorfa general (cf. [179, 73]; ver también [142]) nos permite considerar el funtor
derivado total

R Homp, (—,0x) : DT (Dx) — DT (Cx)

entre las correspondientes categorias derivadas, que puede ser calculado mediante una
resolucién inyectiva de O x, que siempre existe (cf. [60]), o bien mediante resoluciones
(localmente) libres de M, de manera similar a como hicimos en la seccién 1. No
obstante, en el caso de los haces, no siempre existen resoluciones (localmente) libres
de M, pero definidas en todo X, que también serian suficientes para el calculo de
Sol(M) (por ejemplo la resolucién de Spencer para M = Ox dada en (7)).

Definicién 9 Dado un Dx-mddulo M, definimos su complejo de de Rham por (cf.
[157, 37]):
DRM) :==M - M®p, W — - = MRy, Q%

(en grados [0,d]), donde la diferencial viene dada en coordenadas locales por

n

m®w»—>m®(dw)+2( 0

~
i=1 v

m) ® (dz; Aw),

para cada seccion local m de M y cada forma diferencial w.

Proposicion 10 El complejo de de Rham admite las descripciones equivalentes si-
guientes:

DR(M) = R Homp . (Ox, M).

L
DR(M) = (wx ®pyx M)[—dim X] (“L” designa funtor derivado total a la izquierda
cf. [179, 13]; ver también [142]).

Las dos descripciones anteriores permiten considerar el “complejo de de Rham”
como un funtor (covariante)

DR: D' (Dx) — DT (Cx).
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Ejemplo 11 El complejo de de Rham del D x-mddulo Ox no es mds que el complejo
de de Rham usual de X, que de acuerdo con el lema de Poincaré (en el caso analitico
complejo) es una resolucidn del haz constante Cx.

El siguiente resultado es al mismo tiempo “precursor” del teorema de constructibi-
lidad de Kashiwara 15 y de la correspondencia de Riemann-Hilbert (teorema 19). La
prueba es relativamente elemental y se puede encontrar en (cf. [157, 64]):

Proposiciéon 12 Dado un D x-mddulo coherente M no nulo, las propiedades siguien-
tes son equivalentes:

1. ChM =T% X (la seccion nula del cotangente).
2. M es un O x-mdodulo coherente.

3. M es un Ox-mddulo localmente libre de rango (r) finito!°.

Si ademds X es una variedad analitica compleja lisa, entonces las propiedades ante-
riores son también equivalentes a:

4. Si L denota el haz de las secciones horizontales de M, i.e. aquéllas que son
anuladas por los campos de vectores, o de forma equivalente, L = kerV =
Homp (Ox, M), donde V : M — QL ®0, M es la conexion integrable que
determina la estructura de Dx-mddulo sobre N (ver ejemplo 3, 3.), entonces
se tiene:

-) L es un haz localmente constante de espacios vectoriales complejos de di-
mension (r) finita.

-) El morfismo candnico de Dx-mddulos L ¢, Ox — M es un isomorfismo.

5. Eziste un haz localmente constante L de espacios vectoriales complejos de di-
mension (r) finita tal que M es isomorfo como Dx-mddulo a L ®c, Ox.

La equivalencia entre las tres primeras propiedades es puramente algebraica, mien-
tras que la equivalencia con las dos iltimas es una relectura del teorema de Cauchy-
Frobenius cf. [157].

Notaremos por Coint(X) la subcategoria plena de Mod(Dx) formada por los D x-
modulos coherentes cuya variedad caracteristica estd contenida en la seccién nula del
fibrado cotangente, o de forma equivalente y de acuerdo con la proposiciéon anterior,
aquellos D x-mddulos que son O x-coherentes, o incluso O x-localmente libres de rango
finito. La categorfa Coint(X) es pues una subcategorfa abeliana plena de Hol(X) que
es estable por extensiones.

0En un lenguaje mas geométrico, esto quiere decir M es el haz de secciones de un fibrado vectorial
dotado de una conexién integrable.
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También notaremos, en el caso analitico complejo, por Loc(X) la subcategoria
abeliana plena de Mod(Cx) formada por los haces localmente constantes de espa-
cios vectoriales complejos de dimensién finita. Dicha categoria también es estable por
extensiones cf. [142].

Ejemplo 13 Supongamos que X es una variedad analitica compleja lisa y sea &
un objeto de Coint(X). El teorema de Cauchy-Frobenius y la proposicion 12 nos
aseguran que el complejo de de Rham DR(E) estd concentrado en grado 0, su haz de
0-cohomologia £ = DR®(E) = h® DR(E) es un haz localmente constante de espacios
vectoriales de dimension finita, y que el morfismo candnico L @c, Ox — € es un
isomorfismo D x-mddulos. FEstas propiedades se pueden resumir en el hecho de que
los funtores:

DR : Coint(X) — Loc(X), — ®cy Ox : Loc(X) — Coint(X)

son casi-inversos el uno del otro.

2.4 FEl teorema de constructibilidad de Kashiwara

Uno de los resultados fundamentales de la teoria de los médulos holénomos sobre
una variedad analitica compleja es el teorema de constructibilidad de Kashiwara [82],
que traduce la propiedad de holonomia sobre un D x-médulo en una propiedad de
finitud sobre su complejo de soluciones (y su complejo de de Rham), generalizando
asi el clasico teorema de Cauchy. Comencemos por recordar la definicién de esta
propiedad.

Definicién 14 (c¢f. [178]) Sea X una variedad analitica compleja lisa, o mds gen-
eralmente un espacio analitico complejo arbitrario, y sea F un haz de C-espacios
vectoriales sobre X . Diremos que F es un haz (analiticamente) constructible si existe
una estratificacion analitica X = UX; (cf. [145]) tal que la restriccion de F a cada
estrato X; es un haz localmente constante de espacios vectoriales de dimension finita.
Mads generalmente diremos que un complejo F de haces de C-espacios vectoriales sobre
X es constructibles si cada objeto de cohomologia h'(F) es constructible.

El lector puede encontrar un resumen de los resultados bésicos de los haces y com-
plejos constructibles en [178] (ver también [82, 142]).

Teorema 15 [82] Si M es un D x-mddulo (a la izquierda) holénomo sobre una varie-
dad analitica compleja lisa X, entonces su complejo de soluciones Sol M es un com-
plejo constructible acotado (en grados [0,dim X]), que ademds verifica la condicién
de soporte

dimsop h* SolM < dim X —i, Vi > 0.



L. Narvaez. “La Teoria Algebraica de los Sistemas Diferenciales Lineales”. 15

Aunque no lo hemos mencionado antes, existe un funtor “dualidad” entre los médulos
holénomos, M — M*, que es involutivo (M ~ M**) y que establece una antiequiv-
alencia de Hol(X) en si misma para la que se tiene un isomorfismo (en la categoria
derivada) natural DRM =~ Sol M* (cf. [82, 134]). Como consecuencia, el teorema de
constructibilidad admite una formulacién equivalente si sustituimos el complejo de
soluciones Sol M por el complejo de de Rham DR M.

La prueba original de Kashiwara del teorema anterior se basa en algunos resul-
tados relativamente complejos sobre la propagacién de soluciones de ciertos SELDP
elipticos.

Existe otra prueba [139, 142] més geométrica dentro del espiritu de la Geometria Al-
gebraica. Dicha prueba utiliza las operaciones sobre los médulos holénomos (imégenes
directas, complejo de de Rham relativo) y el teorema de coherencia de las imégenes
directas de los O x-mddulos coherentes por un morfismo proyectivo.

Dado un D-médulo holénomo M, el teorema de constructibilidad de Kashiwara da
sentido a su caracteristica de Euler-Poincaré en cada punto p € X:

Xp(M) = (=1)"dim k' (Sol M), = Y _(~1)"dim Extfy, (M, Oxp).

9 i

En el caso en que M provenga de una sola ecuacién ordinaria P = a,,0™ + - - - + ag,
am # 0, en dimensién 1 (X es por ejemplo un disco de C centrado en el origen), el
teorema del indice de Komatsu-Malgrange [93], [114] afirma que la caracteristica de
Euler-Poincaré de M en 0, i.e. xo(M) = dimker Py — dim coker Py, coincide con el
nimero m — valg(am,).

Una vez definidas las multiplicidades algebraicas de las componentes de la varidedad
caracteristica de los D-mdédulos coherentes (cf. [120]), i.e. el ciclo caracteristico, el
teorema del indice de Komatsu-Malgrange se generaliza a la dimensién superior a
través de determinados invariantes geométricos de las estratificaciones, que resultan
expresarse en funcién de las obstrucciones de Euler de los estratos [81], [85], [28], [50].

El interés de las férmulas de indice anteriores radica en la igualdad de dos términos
de naturaleza completamente distinta: uno de los términos, el de las caracteristicas
de Euler-Poincaré de los complejos de soluciones, es trascendente en el sentido de
que su estimacién a priori pasa por la resolucién de sistemas de ELDP, mientras
que el otro término estd formado por invariantes geométricos de las estratificaciones
en juego (obstruccién de Euler) y por invariantes algebraicos de nuestros SELDP
(multiplicidades).

2.5 El polinomio de Bernstein-Sato

En la década de los (19)50, varias escuelas importantes de matemdticos se ocupaban
del problema de la existencia de soluciones fundamentales de las ecuaciones lineales
en derivadas parciales con coeficientes constantes. Este problema estaba inmerso en
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la entonces floreciente Teoria de las Distribuciones de L. Schwartz. Concretam‘en‘te se
. . . . . . _ 8 o

trataba de lo siguiente: Dado un operador diferencial del tipo P = Z|a\§m o Gza CON

coeficientes a,, constantes (reales o complejos), se trataba de analizar la existencia de

distribuciones T' € D’(R™) verificando la ecuacién
P(T) =9, (8)

donde ¢ representa la distribucién de Dirac con masa en el origen de coordenadas. Las
posibles soluciones de (8) se denominan soluciones fundamentales de P. El interés de
tal cuestién radica en que, mediante la convolucién, se podria deducir la existencia

de soluciones para ecuaciones con un segundo miembro arbitrario'!.

Aplicando la transformacion de Fourier, y limitando por tanto la busqueda de
nuestras soluciones fundamentales al espacio §’(R™) de las distribuciones temperadas,
la ecuacién (8) se transforma en P-T =1, donde P = 2 ja|<m @a€” es simplemente
un polinomio con coeficientes reales o complejos. Este es el llamado problema de
la division de distribuciones, de Schwartz. Se trata pues de, dado un polinomio
F(&,...,&,) no nulo, encontar una distribucién (temperada) U € S'(R™) tal que

F.U=1. 9)

Considerando el polinomio FF = |F|?, podemos reducirnos al caso de un polinomio
que no tome valores negativos en R", lo cual supondremos de ahora en adelante.
Evidentemente, todo el problema estd en las singularidades de la hipersuperficie F' =
0. Por ejemplo, si trabajamos en una variable y F' = &7, entonces la distribucién U
que buscamos es la llamada valor principal de 1/£2, que viene definida por

Vp(2)(0) = lim U %dw/m %dt},

g% =07t —00 —€
para cada funcién test ¢ € D(R™).

El problema de la existencia de soluciones fundamentales para operadores diferen-
ciales lineales con coeficientes constantes, fue primeramente resuelto por B. Malgrange
y L. Ehrenpreis, a “golpes de € y §” (ver [112], [55]). El problema de la divisién de
distribuciones por polinomios fue resuelto por L. Hormander y S. Lojasiewicz (ver
[77], [104])).

En el Congreso Internacional de Mateméticas de Amsterdam de 1954, 1.S. Gel’fand
propone el problema de la prolongacion analitica de la funcién con valores en el espacio
de las distribuciones

P:5€{z€C|Rz>0}— F°eDR"), (10)

donde F’ sigue siendo un polinomio como antes. De hecho, como para cada s € C, con
Rs > 0, F* es una funcién continua con crecimiento polinomial (lento) en el infinito,
podemos considerar la funcién (débilmente=fuertemente) analitica

$:{zeC| Rz >0} —S'(R"), (11)

1 Notemos que esta reduccién es puramente formal, o si se quiere, puramente algebraica.
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con valores en el espacio de las distribuciones temperadas.

La posibilidad de una prolongacién de ¢ a una funcién meromorfa denC permitiria
concluir de manera puramente algebraica. Para ello observamos que lim;_,g ®(s) = 1,
de donde ® no tendria polo en s = 0 y ademds tomaria el valor 1 (la funcién constante

1). Considerando el desarrollo de Laurent en el entorno de s = —1
O(s)= > (s+1)"Us,
k=—1

con Uy distribucién temperada para cada k > —I[, y teniendo en cuenta que F&)(s) =

®(s+1), deducimos que el desarrollo en serie de potencias de ® en el entorno de t = 0
es

+oo
O(t)= Y tNFU) (t=s+1),
k=—1
de donde FU_; = -+ = FU_1 = 0y FUy = ;I;(O) = 1, con lo que Uy serfa la

distribucién (temperada) que buscamos.

El problema de la prolongaciéon analitica de F'® fue resuelto por I.N. Bernstein y
S.I. Gel’'fand por via analitica en [9]. En [4] se da otra prueba geométrica basada en
la Resolucidn de Singularidades de Hironaka [76].

Pero no es ésta la tnica forma en la que el Algebra y la Geometria Algebraica se
ven envueltas en el problema de la divisién de distribuciones.

I.N. Bernstein observé que la existencia de una relacién funcional del tipo
b(s)F* = Q(s)F*™!,  VseZ, (12)

donde b(s) es un polinomio no nulo con coeficientes complejos y Q(s) es un operador
diferencial del anillo C[s, &1, ...,&,,0/0&1,...,0/0¢€,], resolvia la cuestién, pues para
prolongar la funcién de (11) era suficiente aplicar la relacién (12) y avanzar por franjas
de C del tipo —n < s < —n+1, logrando asi una prolongacién meromorfa con polos
contenidos en los trasladados por enteros negativos o nulos de las raices del polinomio
b(s). A un polinomio b(s) como el anterior de grado minimo, se le llama polinomio
de Bernstein-Sato de F'.

La observacion fundamental de Bernstein es atin més sorprendente si se analiza la
prueba que da de la existencia de dicha relacién funcional en [10]. Se trata de una
técnica puramente algebraica, donde la no conmutatividad del anillo de los operadores
diferenciales se “combate” con el paso al graduado, y una vez alli todo es cuestion
de utilizar el familiar polinomio de Hilbert-Samuel de la Geometria Algebraica y del
Algebra Conmutativa.

El lector podrd encontrar una clara exposicién de la prueba de Bernstein en [42]
(ver también [154]).

El caso de las series formales o convergentes fue tratado en [16, 17] y més tarde en
[83, 84] en el marco de los médulos holénomos sobre una variedad analitica compleja
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lisa. En [141] se puede encontrar un prueba unificada de la existencia de la ecuacién
funcional de Bernstein en todos los casos anteriores, asi como en el caso de las va-
riedades analiticas rigidas (dlgebras de Tate) y los esquemas formales y débilmente
formales que aparecen en la cohomologia p-adica.

Antes de abandonar este comentario-introduccién al polinomio de Bernstein-Sato,
vamos a exponer dos situaciones donde aparece como protagonista.

2.5.1 Finitud de las localizaciones

Sea k un cuerpo de caracteristica cero, A = k[z1,...,24] el anillo de polinomios en
d variables con coeficientes en k y f € A un polinomio no constante. Es bien facil y
conocido comprobar que la localizacién Ay = {fim | a € A;m > 0} no es un médulo
de tipo finito sobre el anillo A. Ahora bien, sabemos que A tiene una estructura
natural de D-médulo a la izquierda, donde D = A[dy,...,04] es el anillo de los
O.D.L. con coeficientes en A. Tal como vimos en la primera seccion, la “evaluacion
en el polinomio 1”7 nos proporciona un epimorfismo D-lineal a la izquierda del propio
anillo D en el D-médulo A, lo que hace que podamos ver A como el cociente de D
por el ideal a la izquierda generado por las derivadas parciales 0; y, en particular,
A serd un D-modulo finitamente generado, incluso monoégeno. La estructura de D-
modulo se transfiere naturalmente a la localizacion Ay: al derivar una fraccién cuyo
denominador es una potencia de f obtenemos una nueva fraccién del mismo tipo. La
existencia de la relacién funcional (12) nos garantiza que Ay estard generado como
D-médulo por la potencia f*°, donde sy es la menor raiz entera del polinomio de
Bernstein-Sato b(s), pues obviamente las potencias f* con s > sy se expresan como
f5 = f°7% . f% y las potencias f*® con s < sg se expresan como

P(s)---P(s+1)---P(sg—1)- foo
b(s)b(s+1)---b(sgp—1)

o=

Por tanto, la localizaciéon Ay, a pesar de no ser finitamente generado como A-mdédulo
si lo es como D-médulo. De hecho, se prueba también que Ay es holénomo en en
sentido de la definicién 5.

En el caso de las variedades algebraicas, la localizacién antes expuesta es la contra-
partida de la imagen directa (para la topologia de Zariski) por la inmersién abierta
asociada al complementario de la hipersuperficie f = 0. Més concretamente, si Y C X
es una hipersuperficie arbitraria de una variedad algebraica lisa X sobre un cuerpo k
de caracteristica 0y j: U = X — Y — X designa la inmersién del abierto comple-
mentario, entonces el haz 7,0y es un O x-médulo casi coherente pero no coherente.
Sin embargo, el haz j,Oy posee una estructura natural de D x-mddulo, inducida por
la de j.j~'Dx-médulo, para la cual la teorfa del polinomio de Bernstein nos asegura
la coherencia y la holonomfa (cf. [134]).

En el caso analitico complejo este mismo resultado no es cierto, pues la imagen di-
recta por j para la topologia trascendente introduce singularidades esenciales. Puede
darse sin embargo una variante, en la que en lugar de tomar j,Op, tomamos la ima-
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gen directa “moderada” o localizacién algebraica O x [xY], formada por las funciones
meromorfas con polos a lo largo de Y. Este haz tiene una estructura de D x-mdédulo
obvia, para la cual de nuevo la teoria del polinomio de Bernstein nos asegura la co-
herencia y la holonomia [83] (Una prueba de este hecho basada en la existencia de
la relacién funcional de Bernstein sobre las dlgebras de funciones holomorfas sobre
policilindros compactos se encuentra en [134, 141]).

Todo lo dicho anteriormente tiene sentido para un D y-mddulo arbitrario en lugar
de Ox: si M es un Dx-mddulo (a la izquierda) e Y C X es una hipersuperficie,
el localizado de M a lo largo de Y [67] , notado M[xY], hereda una estructura de
D x-médulo [122, 123, 84]: si f = 0 es una ecuacién local de Y, las secciones locales
de M[xY] son fracciones de la forma 7, donde m esseccién local de M y r > 0.
Los O.D.L. actiian sobre estas fracciones mediante las reglas habituales del Célculo

Diferencial.

De hecho, cuando Y es una subvariedad algebraica o subespacio analitico arbitrario
de X, podemos extender la construccion precedente para obtener, no un solo D x-
médulo, sino un complejo de D x-mddulos (objeto de la categoria derivada), notado
RM[xY]. Este complejo aparece en un tridgngulo distinguido RT'[yyM — M —

RM[*Y] +—1>, cuyo primer témino es la cohomologia local algebraica con soporte en
Y (cf. [134)]).

En el caso en que Y es una hipersuperficie, el complejo R M[xY] estd concentrado
en grado 0 y su 0-cohomologfa, R® M[xY], coincide con M[xY]. Si X es una variedad
algebraica lisa y si j: U — X designa la inclusién del abierto complementario de
Y, se tiene una identificcién entre los D x-médulos M[xY] y 7.5 *M. Si X es una
variedad analitica compleja lisa, se tiene una inclusién estricta M[xY] C 7,5~ M.

El resultado principal que resume las propiedades de la finitud de la localizacién de
los D x-mdédulos es el siguiente teorema, debido a Bernstein en el caso algebraico [10]
y a Kashiwara en el caso analitico complejo [83, 84] (ver también [134] y [141] para
generalizaciones a otros contextos).

Teorema 16 Si M et un D x-mddulo holénomo e Y C X es un subespacio analitico
complejo o una subvariedad algebraica, dependiendo de los casos, entonces el complejo
RM[xY] tiene cohomologia holdnoma. En particular, si' Y es una hipersuperficie, el
Dx-mddulo M[xY] es holdnomo.

La prueba del teorema anterior se reduce al caso de las hipersuperficies mediante
una sucesiéon de Mayer-Vietoris, y después a la teoria del polinomio Bernstein-Sato
[10, 83, 84] (ver también [17, 54, 134, 141, 64]).

De esta forma la ecuacién funcional de Bernstein-Sato aparece como el ingrediente
realmente nuevo de la teoria de los D x-médulos con respecto al formalismo de la
Geometria Algebraica y de la Geometria Analitica.
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2.5.2 El polinomio de Bernstein-Sato y la topologia de las singularidades
de hipersuperficies complejas

Si f: (C4*10) — (C,0) es el germen de una funcién holomorfa no constante, podemos
considerar la singularidad de hipersuperficie que define: (Y = {f = 0}, 0), cuyo anillo
local serd O = C{z1,...,2za11}/(f).

La Teoria de Singularidades se ocupa del estudio (local) de tales gérmenes, ya sea
a través de la topologia local del complementario (C4+1,0) — (Y,0) o a través de las
propiedades algebraicas del anillo O. Un resultado basico de Milnor [147] afirma que,
si f tiene un punto critico aislado en el origen, entonces existe un ¢y > 0 tal que f
posee un representante f definido en la bola B, de radio g y centro el origen de C4+1,
y tal que para cada € € (0, ¢p) existe un n > 0 verificando que para cada t € C con
[t| < n,lafibra f~1(t) corta transversalmente a la esfera S.. En particular, y en virtud
del lema de Ehresman (cf. [181]) la aplicacién f|§€mf*1(D;): B.N f7H(D;) — Dj es
una fibracién C'*° localmente trivial, que es trivial sobre el borde S, N f_l(D,]).

Ademés, el tipo topoldgico de dicha fibracién es independiente del € € (0,¢q) (y
del 1) tomado, y depende exclusivamente del germen de partida. Tiene sentido pues
hablar de “la fibra genérica” de una cualquiera de dichas fibraciones, a la que nos
referiremos como fibra de Milnor del germen f.

Milnor demuestra también que la fibra de Milnor F' de f tiene el tipo de homotopia
de un ramillete de p esferas reales n-dimensionales u = rg H"(F, Z) = dim¢ H"(F, C),
y el entero p puede interpretarse algebraicamente como la dimensién del espacio
vectorial complejo (finito dimensional) que se obtiene al formar el cociente de O por
el ideal jacobiano de f. Dicho entero se denomina nimero de Milnor de f, y es capaz
por de pronto de detectar la presencia de singularidades: Y es singular en 0 si y sélo
sip>1.

Pero en este contexto aparecen otros invariantes mas sofisticados. Dado que F es la
fibra genérica de una fibracién C'*° localmente trivial sobre una circunferencia, dicha
fibracién estd determinada por la propia F'y por un difeomorfismo “caracteristico” T :
F — F. Este difeomeorfismo caracteristico induce un automorfismo de “monodromia”

H™(T,C): H"(F,C) — H"(F,C),

que nos proporciona a su vez todo un conjunto de invariantes: sus valores propios, o
si se quiere, su forma de Jordan. Una cuestion relevante a principios de los 70 fue la
descripcién algebraica de dichos invariantes, asi como el estudio de sus propiedades.
Lo primero que se probé es que se trataba de rafces de la unidad (este es el llamado
teorema de la monodromia [25]). Pero el resultado més llamativo para nosotros es
precisamente el resultado de Malgrange [115, 116] que comentamos seguidamente.

Notemos por bs(s) € CJ[s] el polinomio de Bernstein-Sato del germen (serie conver-
gente) f. El teorema de Malgrange afirma que un nimero complejo o anula a by (s) si
y s6lo si €2™ es un valor propio de la monodromia H"(T,C). En particular, y como
concecuencia del teorema de Brieskorn [25], el polinomio de Bernstein-Sato de f tiene
todas sus raices racionales. Més tarde Kashiwara [83] extendié este resultado al caso
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de gérmenes con singularidades no necesariamente aisladas usando la resolucién de
singularidades de Hironaka.

3 Los teoremas de dualidad discreta y de dualidad
continua

Sea X una variedad analitica compleja lisa con base numerable de dimensién pura
igual a d, y notemos wx el haz inversible de las d-formas diferenciales. Para cada haz
localmente libre € sobre X (i.e., haz de secciones holomorfas de un fibrado vectorial),
es posible dotar de una topologia Q.F.S.!? (resp. Q.D.F.S.!3) canénica a los espacios
de cohomologia H*(X, €) (resp. H¥ (X, wx®0 €*)), de manera que la forma bilineal
obtenida al componer el morfismo de Yoneda H'(X,€) x H¥ (X, wx o, €°) —
HZ(X,wx) con el morfismo traza (dado por la integracién de (d, d)-formas con soporte
compacto) [ HI(X,wx) — C, induce una dualidad topoldgica perfecta entre los
separados asociados. En el caso en que la variedad X sea compacta, los espacios
de cohomologia en juego son de dimensién finita [33] y las topologias naturales son
separadas, obteniendo asi una identificacién canénica entre el espacio H* (X, &) y el
dual algebraico del espacio H¥™*(X,wx ®0, €*). Todo ésto es lo que nos asegura la
dualidad de Serre [171].

Es posible generalizar lo anterior al caso en que el haz € no sea localmente libre, sino
tan sélo O x-coherente. Es cuestién de reemplazar los espacios HI (X, wy ®0, €)
por Ext " (€ wx). Se trata del resultado de Malgrange [113] (ver también [174]).

Ox,c
Es posible incluso generalizar lo anterior al caso en que X sea un espacio analitico
singular, para lo que hay que comenzar por encontrar un sustituto de wx. En el
caso general, dicho sustituto no es un haz de O x-moédulos, sino un complejo Kx de
O x-mddulos, llamado complejo dualizante (ver [161]).

Hasta ahora nos hemos ocupado de la dualidad “continua” sobre los haces coherentes
en un espacio analitico complejo. Disponemos también de una dualidad “continua”
sobre los haces coherentes en una variedad algebraica completa sobre un cuerpo al-
gebraicamente cerrado. Es la llamada dualidad de Serre-Grothendieck. En el caso
liso, esta dualidad adquiere una forma idéntica al caso de las variedades analiticas
complejas compactas (cf. [74, chap. III, §7]).

Pasemos ahora a hablar de la dualidad “discreta”. Comenzamos por la dualidad
de Poincaré. Sea M una variedad C'* orientable (y orientada) con base numerable
de dimensién pura real igual a d. Sea L un sistema local'* de espacios vectoriales
complejos de dimensién finita sobre M. Consideremos la forma bilineal H*(M, L) x
H3=%(M,L") — C obtenida al componer el morfismo de Yoneda correspondiente con
el morfismo traza [ : HY(M,Cp) — C, dado por la integracién de d-formas con

12Cociente de un espacio localmente convexo Fréchet Schwartz.
13Cociente del dual fuerte de un F.S..
14Haz localmente constante.
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soporte compacto. La dualidad de Poincaré-De Rham [162] nos asegura que la forma
bilineal anterior identifica el espacio H*(M, L) con el dual algebraico de HI~*(M,L").

Es posible generalizar este 1ltimo resultado al caso de espacios localmente com-
pactos de “dimensién finita” y de haces L arbitrarios de C-espacios vectoriales, o
mas aun, de modulos sobre un anillo noetheriano regular. Se trata de la dualidad
de Poincaré-Grothendieck-Verdier [177]. En este caso también es necesario construir
un complejo dualizante (o de orientacién). Curiosamente esta generalizacién, aun
tratando de objetos “clasicos”, como son los espacios localmente compactos y los
haces sobre ellos, fue inspirada, y casi calcada, por la dualidad de Grothendieck sobre
los haces ¢-ddicos constructibles [1, 78], que fue desarrollada con anterioridad.

Una vez que hemos pasado revista a la dualidad “continua” de Serre-Malgrange-
Grothendieck-Ramis-Ruget y a la dualidad “discreta” de Poincaré-De Rham-Grothendieck-
Verdier, v que hemos constatado la analogia formal de que gozan'®, vamos a ver cémo
la teorfa de los D-mdédulos [124, 130] sobre una variedad analitica compleja lisa per-
mite englobarlas.

Volvamos pues al caso en que X es una variedad analitica compleja lisa de dimensién
compleja pura d, y por tanto de dimensién real 2d.

Dado un D x-médulo coherente M, o mejor, un complejo acotado de D x-moddulos
con cohomologia D x-coherente M, pongamos

E/(M) := R'T(X, Sol(M)) = Ext’, (M, Ox)
E§(M) := R**7'T'.(X, DR(M)) = Ext3 " (0x, M),

y consideremos la forma bilineal E¢(M) x E{(M) — E&(Ox) que se obtiene al com-
poner el morfismo de Yoneda con el morfismo traza, composicién que es posible dado
que se tiene E§(Ox) = H2%(X,Cx) de acuerdo con el lema de Poincaré.

Los resultados de Z. Mebkhout [124, 130] nos dicen que es posible dotar a los espacios
E{(M) y E¢(M) de unas topologfas naturales Q.F.S. y Q.D.F.S. respectivamente, de
manera que la forma bilineal anterior induce una dualidad topoldgica perfecta entre
los separados asociados.

Hasta aqui, no hay gran cosa nueva, sino tan sélo otro enunciado formalmente
andlogo a los que ya tenfamos. Ahora bien, si € es un haz O x-coherente, podemos
considerar el complejo (acotado con cohomologia D x-coherente) Mg = Dx ®oy
R Homgo, (€,0x). Pues bien, se tienen unos isomorfismos candnicos

EY(Me) ~ H'(X,€), Ej(Me) ~ Exty " (€ ,wx)
de manera que la dualidad de Mebkhout nos permite obtener como caso particular
la de Serre-Malgrange. Nétese que en el caso particular en que € = Ox, el complejo
M se indentifica al propio Dx.

15De hecho dicha analogfa no aparece exclusivamente en los enunciados, sino también en las prue-
bas, pues en el caso de la primera se utilizan las resoluciones de Dolbeault y de Grothendieck, mientras
que en la segunda se utilizan las de Poincaré y de De Rham, todas ellas del tipo formas-corrientes.
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Supongamos ahora que £ es un sistema local de C-espacios vectoriales de dimensién
finita sobre X, y consideremos el D x-médulo LY ®¢,, Ox. Se trata de un O x-médulo
localmente libre dotado de una estructura de D x-mddulo, i.e una conexién integrable
(ver prop. 12 y ej. 13). Se tienen unos isomorfismos canénicos

EY(LY ®cy Ox) ~ H(X,L), EHLY @cy Ox) ~ H>A (X, LY)

de manera que la dualidad de Mebkhout nos permite también obtener la dualidad de
Poincaré-De Rham. Ademds, estos dos casos particulares de la dualidad de Mebkhout
aparecen como los dos casos limites de la misma, pues los D x-mdédulos del tipo LY ®¢,,
Ox tienen como variedad caracteristica la seccién nula del fibrado cotangente, siendo
por tanto holénomos (dimensién minima), mientras que la variedad caracteristica de
los D x-modulos del tipo M¢ tiene dimension igual a d més la dimensién del soporte
de &, pudiendo ésta llegar a ser méxima, es decir 2d.

No tendria sentido esperar que la dualidad de Mebkhout pudiera englobar a la dual-
idad de Verdier para haces arbitrarios de C-espacios vectoriales sobre X. Ahora bien,
dentro de los haces de C-espacios vectoriales sobre X hay un tipo, del que son un caso
particular los sistemas locales, que posee un importante sentido geométrico. Se trata
de los haces analiticamente constructibles (ver def. 14). Si pensamos un momento en
lo que haria falta para obtener la dualidad de de Verdier-Grothendieck para un haz
constructible J sobre X, a partir de la dualidad de Mebkhout, llegamos rdpidamente
a la conclusiéon de que necesitamos encontrar un complejo de D x-mdédulos con coho-
mologia coherente M tal que

Sol(M) ~9F, DR(M)~3F" = R Homc, (F,Cx).

Aqui esta precisamente la motivacion original de Mebkhout para lo que més tarde
se convertirfa de la llamada dualidad local [129] y el problema de Riemann-Hilbert para
los Dx-mddulos holénomos [125, 128, 132, 131], [87]. La primera de las relaciones
anteriores trata de realizar todo haz constructible sobre X como las “soluciones” de un
complejo de D x-mdédulos con cohomologia coherente (y de hecho holénoma regular).
Esto es lo que se ha venido en llamar el problema de Riemann-Hilbert. La segunda de
las relaciones es de hecho una consecuencia de la primera, de acuerdo con el teorema
de dualidad local de Mebkhout [125, 129]:

Teorema 17 Para cada D x-mdédulo*® holénomo M existe un isomorfismo natural:

DR(M) ~ (Sol(M))".

En [155] se da una prueba detallada del resultado de Mebkhout y se relaciona con
la prueba (incompleta) de [89], 1.4.6.

Antes de pasar a comentar el problema de Riemann-Hilbert general, vamos a ver
cémo el intento de realizar ciertos haces constructibles como soluciones de D x-
moédulos holénomos, estd intimamente emparentado con el Teorema de Comparacién

16E] resultado es cierto para cada complejo acotado de D x-mdédulos con cohomologia holénoma.
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de Grothendieck, estableciendo asi un puente entre la nocién clasica de punto singu-
lar regular de una ecuacién ordinaria (cf. [79]) y la nocién de regularidad para los
D x-mébdulos holénomos.

4 El problema de Riemann-Hilbert para los » -mdédulos
holénomos

4.1 Los teoremas de comparacién de Grothendieck y Deligne

Sea X una variedad algebraica lisa sobre el cuerpo de los complejos, y notemos X"
la variedad analitica (lisa) compleja asociada y ¢: X% — X el morfismo natural. El
funtor ¢* : Mod(Ox) — Mod(Oxan) transforma haces coherentes (resp. casicoher-
entes) en haces coherentes (resp. limites inductivos de haces coherentes). Se tienen
isomorfismos canénicos

©* (V) ~ Qhean, >0, (13)

Aunque el complejo de De Rham algebraico 2% no es un complejo de O x-médulos,
pues la diferencial no es O x-lineal, sin embargo si disponemos de un morfismo canénico
de complejos'” con diferencial C-lineal ¢~1Q% — Q%.., compatible con los isomor-
fismos (13), y que por tanto nos proporciona unos homomorfismos

Poincaré
~

Hpp(X) = RT(X,Q%) — Hpp(X™) =" H'(X"",C), (14)

entre la cohomologia de De Rham algebraica de X y la cohomologia singular de X".

En el caso en que X sea propia, los teoremas GAGA de Serre [172] nos dicen que
los homomorfismos (14) son isomorfismos.

Analicemos ahora el método seguido por Grothendieck para tratar el caso general
[67].

Podemos sumergir X en una compactificacién de Hironaka-Nagata X como abierto
denso. Sea Y = X — X el divisor del “infinito” con cruzamientos normales. Notemos

j: X < X la inmersién abierta!'®. Siguiendo el proceso anterior, podemos encontrar
unos morfismos de complejos'® o717 Q% — Q%un[xY "] — j¢"Q%.n que inducen

17Este hecho descansa en que la diferencial exterior, al ser un operador diferencial en el sentido de
[69, §16], puede ser linearizada mediante los haces de partes principales loc. cit. a los que si podemos
aplicar el funtor p*.

8Tanto j. como (j%™)« son funtores exactos sobre los médulos coherentes, pues Y e Y " son
hipersuperficies, y por tanto no es necesario derivarlos.

19,a notacién [xY%"] significa “con polos a lo largo de Y.
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otros homomorfismos
Hp(X) = R'T(X™, Q%un [V ")) —
— R'T(X"™, ja"Q%an) = -+ = H(X™,C).

El primero de los morfismos de complejos es un casi-isomorfismo gracias a los teore-
mas GAGA de Serre (y pasando por un argumento de limite inductivo). Por tanto, el
primer homomorfismo entre los espacios de cohomologia es también un isomorfismo.
Sélo queda pues, para concluir, que el segundo morfismo de complejos es también un
casi-isomorfismo, lo cual es una cuestién local en el “infinito”, que ademds, gracias
a que Y posee cruzamientos normales, se trata de un cdlculo elemental con series de
Laurent.

Asi pues, la comparacién global entre las cohomologias de De Rham algebraica y
analitica ha quedado reducida a una cuestion local, que ademaés puede ser facilmente
enunciada en términos de los D-médulos. Se tienen identificaciones candnicas

Q%an [xY "] = DR(Oxer [xY ™)), j{"Q%an = Rj{™ DR(Oxan).

Desde el punto de vista de los D-modulos, el problema es pues que el morfismo

natural

DR(Oger [fY*™]) = R(j). (*) " DR(Oer [sY™"]) = (15)
= R(j"). DR(Oxen) = R(j*").Cxor

es un casi-isomorfismo, o lo que es equivalente, que
.DR(OY‘”L [*Yan} /OX‘L”) ~ R ]_—‘Yan (C?an ) [+1],

o incluso que Sol(Oan [xY "] /Oan) ~ Cyan[—1],  Sol(Oxan [xY*"]) ~ (4" )1Cxan.

Usando la resolucion de singularidades de Hironaka, se prueba que las relaciones an-
teriores son ciertas para cada hipersuperficie de una variedad analitica compleja, con
independencia de que provenga de una variedad algebraica y de que tenga cruzamien-
tos normales [67], [123, §3]. Dichas relaciones expresan la “regularidad” en el sentido
de Mebkhout (ver def. 18) del haz estructural, visto como D-mddulo holénomo, a
lo largo de la hipersuperficie en cuestién. Por otra parte, resuelve el problema de
Riemann-Hilbert para el caso de los haces constructibles del tipo (59),(j*") ™' Cen,
donde j*" es la inmersién abierta del complementario de un divisor cualquiera Y *"
de nuestra variedad analitica®’.

El caso del teorema de comparacién de Deligne [44] puede ser tratado por el mismo
procedimiento e interpretado dentro de la Teoria de los D-médulos. El resultado de
Deligne trata de, en lugar de considerar la conexién trivial sobre nuestra variedad
algebraica de partida, considerar un fibrado £ dotado de una conexién integrable ar-
bitraria. FEl problema es ahora la comparacién entre la cohomologia de De Rham

20Todo ésto puede interpretarse como el “lema de Poincaré singular” para el citado divisor [126].
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algebraica de £ y la cohomologia de De Rham analitica de £4*. Ya en el caso de
las curvas nos percatamos de que en general la respuesta a este problema de com-
paracién es negativa. Depende de la “irregularidad” de nuestra conexién en los pun-
tos del infinito. Esto lleva a Deligne a dar una definicién en dimensién cualquiera de
“regularidad”, que no es otra que la que utiliza el propio teorema de comparacién de
Grothendieck, y lo que es mas importante, se da también un criterio geométrico de
regularidad (restriccién a curvas).

4.2 La nocién de regularidad para los D-mddulos holénomos

Motivado por las relaciones anteriores validas para el haz estructural, Mebkhout in-
troduce la siguiente nocién®!' [123, 122, 125, 129] (ver también [159]) :

Definicién 18 Sea X una variedad analitica compleja lisa. Diremos que un complejo
de D x-maodulos con cohomologia holonoma M es regular a lo largo de un subespacio
analitico cerrado Y C X si se verifican las propiedades equivalentes®? siguientes:

1. El morfismo natural DR(RM[*Y]) — R j.j* DRM, es un isomorfismo (en la
categoria derivada), donde j : X —Y — X es la inclusion.

2. El morfismo natural jij* Sol M — Sol(RM[xY]) es un isomorfismo (en la cat-
egoria derivada).
3. El morfismo natural Sol(M)|y — RHom@X(M,OXTY) es un isomorfismo (en

la categoria derivada), donde O designa el completado formal de Ox a lo

largo de Y (cf. [5]).

Xy

Diremos que M es reqular si lo es a lo largo de cualquier subespacio analitico cerrado
YCX.

La propiedad 3. anterior es una generalizacién del resultado de Malgrange [114] que
asegura que una ecuacion diferencial ordinaria tiene un punto singular en el 0 € C si
y sblo toda solucién formal es convergente.

Con la ayuda de un sucesién de Mayer-Vietoris (cf. [134]) se comprueba que para que
el complejo M sea regular es suficiente que lo sea a lo largo de cualquier hipersuperficie
Y CX.

Los resultados de la seccién anterior pueden por tanto resumirse afirmando que O x
es regular.

La categorfa abeliana de los D x-mddulos holénomos regulares se nota por Hol,.(X).

21Existe otra nocién [90] (ver también [89]) de “singularidades regulares” vélida para los sistemas
microdiferenciales, que resulta ser equivalente a la nocién de Mebkhout sobre los sistemas diferenciales
holénomos.

22]a equivalencia de estas propiedades se basa en el teorema de dualidad local.
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4.3 El problema de Riemann-Hilbert

Como ya hemos comentado con anterioridad, el problema de Riemann-Hilbert para
los haces analiticamente constructibles trata de expresar un tal haz F sobre una va-
riedad analitica compleja lisa X, como las “soluciones” de un D x-mddulo coherente.
Notese que la denominacion esta completamente justificada. El problema clasico de
Riemann trataba de realizar ciertas monodromias en el complementario de los pun-
tos 0,1, 00 de P (C) a través de las soluciones de ecuaciones diferenciales algebraicas
con singularidades regulares en dichos puntos. Mas tarde Hilbert generalizaba dicho
problema, pero manteniendo absolutamente el principio de describir “objetos trascen-
dentes” mediante “objetos algebraicos efectivos”.

Lo primero que se observa es que podemos concentrar nuestra busqueda entre los
D x-modulos holénomos, de acuerdo con el Teorema de Constructibilidad de Kashi-
wara. En segundo lugar, un solo D x-médulo holénomo da lugar a todo un complejo
de soluciones, que eso si, de acuerdo con el teorema anterior, tiene cohomologia ana-
liticamente constructible. En el ejemplo del haz “prolongacién por 0” jij 'Cx ,
donde j es la inmersién abierta del complementario de una hipersuperficie Y C X,
analizado antes, el problema se resuleve de una manera relativamente simple. En-
contramos un solo D y-médulo holénomo O x[xY] cuyas soluciones se identifican a
517 'Cx. Sin embargo, si hubiéramos partido de un subespacio analitico cualquiera
Y C X, la respuesta no es tan ficil. En este caso necesitamos el complejo de D x-
médulos ROx[xY] := Rlimy_., Home (J%,0x) con cohomologia holénoma, para
obtener el isomorfismo deseado Sol(ROx[xY]) ~ jij~!Cx. Por supuesto, en el caso
en que Y sea una hipersuperficie el complejo anterior se indentifica al D x-mdédulo
usual Ox[xY] de las funciones meromorfas con polos a lo largo de Y. Es més, si Y
es una interseccién completa local, dicho complejo se identifica “esencialmente” a un
solo D x-médulo holénomo, pues sélo posee cohomologia no nula en un unico grado.

Se pone asi de manifiesto la necesidad de utilizar complejos de D x-médulos (con co-
homologia holénoma) para realizar los haces constructibles como “soluciones”. Ademés,
previamente ya sabiamos que un sélo D x-médulo holénomo daba lugar a todo un
complejo. Por tanto, el marco adecuado donde tratar el funtor “soluciones” (y lo
mismo para el funtor “De Rham”) es el de las categorfas de los complejos cor-
respondientes, donde las condiciones de finitud se fijan sobre los grupos de coho-
mologia de los mismos. Este es justamente el meollo de las categorias derivadas
y de los funtores derivados totales. Resumiendo, disponemos de los dos funtores
Sol: DY (Dx) — D%, .(Cx),DR: D} (Dx) — D’ .(Cx) que expresan de forma pre-
cisa la relacion entre objetos continuos y objetos discretos, y que ademaés estan ligados
por la dualidad de dos maneras distintas: DR(M™) ~ Sol(M), DR(M) ~ (Sol(M))",
donde * indica la dualidad algebraica sobre los D-mdédulos (cf. [82, 134]) y V indica la
dualidad topoldgica sobre los haces constructibles [178]. La primera de ellas es formal,
mientras que la segunda es la llamada dualidad local de Mebkhout [129] aludida al
final de la seccién 3.

El problema de Riemann-Hilbert para los (complejos de) haces analiticamente con-
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structibles se enuncia pues de la siguiente forma:

;Son esencialmente sobreyectivos los funtores anteriores? Y en caso afir-
mativo, jpuede aislarse una subcategoria de DZ (Dx) de manera que
dichos funtores induzcan equivalencias?

La respuesta a ambas preguntas, y en el contexto que estamos comentando, es
conocida desde los anos 1979/1980, y se encuentra en los trabajos [125, 128, 127, 132,
131], [87]. Dicha respuesta consiste en anadir como condicién a nuestros complejos
de D-médulos la de ser regulares (def. 18).

De esta forma podemos considerar la categoria D% (D) de los complejos acotados
con cohomologia holénoma regular (es lo mismo que decir que el complejo es regular,
pues se prueba que un complejo es regulares si y sélo si sus cohomologias lo son),
que es una subcategorfa triangulada plena de D%(Dx), y el resultado final es la
correspondencia de Riemann-Hilbert para los D-mdédulos holénomos:

Teorema 19 Sea X una variedad analitica compleja lisa. Los funtores

Sol: D% (Dx)— Db .(Cx), DR:D% (Dx)— D’ .(Cx)

cons cons

son equivalencias de categorias (trianguladas).

Una prueba directa y relativamente simple del teorema anterior en el caso de las
variedades de dimensién 1 se encuentra en [152].

Una de las principales consecuencias de la resolucion afirmativa del Problema de
Riemann-Hilbert ha sido el descubrimiento de los haces perversos. Vamos a detenernos
un instante en estos objetos.

4.4 Haces Perversos

Dado que los funtores Sol y DR son una equivalencia de categorias, y dado que
la categoria D% (Dx) contiene como subcategoria plena (estable por dualidad) a la
categoria abeliana de los D x-mdédulos holénomos regulares, su imagen esencial serd
también una subcategoria abeliana de D’ (Cx), pero distinta de la de los haces
constructibles. Ademds, sus objetos tendran cardcter “local”, se podran “pegar”
como si de haces se tratara.

Paralelamente a este descubrimiento, M. Goresky y R. MacPherson estaban es-
tudiando una variante de la (co)homologia singular sobre espacios singulares, que
admitiera, entre otras cosas, el formalismo de la dualidad de Poincaré. Esto se con-
seguia a base de considerar no todas las cadenas singulares, sino tan sélo aquellas que
cortaran a una estratificacién predefinida con unas condiciones determinadas, que los
autores expresaban mediante las funciones de perversidad. Todo ésto era ya explicito
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en [61, 62], aunque quedaban algunas cuestiones importantes, como la independencia
de la estratificacién elegida. Por sugerencia de Deligne, y apoyandose en que 12 o 13
anos antes, Grothendieck y Verdier habian mostrado cémo la dualidad de Poincaré
se reducia a problemas de naturaleza local, estos autores cambiaron el enfoque ori-
ginal y construyeron un complejo cuya hipercohomologia calculaba la cohomologia
de interseccion que ellos habian introducido. De esta forma, Goresky y MacPherson
escribieron el trabajo [63], en el cual definfan dicho complejo de interseccion ICx para
un espacio analitico complejo X. Como no podia ser menos, se trataba de un com-
plejo acotado con cohomologia constructible, canénicamente definido, y de cardcter
“local”. Ademads era autodual, lo que explicaba el que la dualidad de Poincaré fuera
satisfecha por la (co)homologia de interseccién. De hecho habia algo mds. Goresky
y MacPherson describian una nueva operacién, que permitia pasar de un complejo
definido sobre un abierto de Zariski a otro definido sobre el total, y que gozaba de
un buen comportamiento por la dualidad. Es la llamada imagen directa intermedia,
notada habitualmente j., y que también tenia un carédcter local. El complejo de inter-
seccion aparecia como la imagen directa intermedia del haz constante sobre el abierto
de puntos regulares de nuestro espacio. Asi pues se trataba de un caso muy particular
de otros complejos mas generales, que por ejemplo aparecian de la siguiente forma.
Si X es una variedad analitica lisa, j: U — X es una inmersién abierta de Zariski y
L es un sistema local sobre U, podemos obtener un complejo no trivial considerando
la imagen directa intermedia ji,(£). Disponiamos asi de toda una familia de objetos
de cardcter local, distinta de la de los haces (constructibles) usuales, inmersa en una
categoria derivada de carédcter no local.

Pues bien, el milagro se produce una vez més y se observa que dichas prolongaciones
intermedias proporcionan nuevos ejemplos de complejos pertenecientes a la imagen
esencial, por los funtores Sol y DR, de la categoria de los D x-mdédulos holénomos
regulares. Esto se lleva a cabo al caracterizar los complejos de dicha imagen esencial
mediante las propiedades de “soporte” (ver teorema 15) y de “cosoporte”[129]%3, y
comprobar que las prolongaciones intermedias las satisfacian. De esta manera, dichas
prolongaciones pertenecian a una subcategoria abeliana, esta vez de caracter local,
de la categoria derivada de los complejos constructibles, y ademas, engendraban a
todos sus objetos por extensiones finitas. Este hecho sirvié de base, de manera poco
justificada a nuestro entender, para bautizar a dicha imagen esencial: sus objetos
serian llamados a partir de ese momento haces perversos.

La definicién formal queda pues como sigue:

Definicién 20 Un complejo constructible F sobre una variedad analitica compleja
lisa X de dimension d se denomina haz perverso si tanto él como su dual F" sat-
isfacen las propiedades de soporte: dimsop h'F < d — i,dimsoph'F" < d — i,
Vi =20,....,d. Sii:Y — X es una inmersion cerrada analitica de codimension
pura T, diremos que un complejo constructible F en Y es un haz perverso en Y si

23Esta caracterizacién fue descubierta por Deligne, y pasa por la utilizacién del problema de
Riemann-Hilbert para los complejos holénomos de D>°-médulos de Mebkhout, y en particular de la
bidualidad para éstos ultimos (ver teorema 29, [26], [101, th. (4.6.3)]).
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i F[—7] es un haz perverso de X. La subcategoria plena de D°, (Cy) formada por
los haces perversos se nota por Perv(Y).

El resultado siguiente es pues un corolario del teorema 19 y de la caracterizacion
de Deligne-Mebkhout:

Corolario 21 Sea X una variedad analitica compleja lisa. Los funtores
Sol: Hol.(X) — Perv(X), DR:Hol.(X) — Perv(X)

son equivalencias de categorias (abelianas).

Con todos estos hechos consolidados, A.A. Beilinson, J. Bernstein y P. Deligne?*
escribieron la memoria [7], donde se acomete el estudio auténomo de las subcategorias
abelianas plenas de las categorfas derivadas (t-estructuras), as{ como la definicién
de los haces perversos sobre espacios estratificados generales, incluyendo el caso de
la topologia étale de los esquemas y la cohomologia f-adica. Es justamente sobre
este caso sobre el que el citado trabajo tiene sus mayores aportaciones, que podemos
resumir en el hecho de que todo haz ¢-adico perverso mixto y simple sobre un esquema
de tipo finito definido sobre un cuerpo finito, es puro?®. Este hecho permite obtener
una nueva prueba de los resultados fundamentales del trabajo [48].

Vemos asi como la Teoria de los D-mdédulos, de la mano en este caso de la (co)homologia
de interseccion de Goresky-MacPherson, ha tenido una influencia indirecta, pero prob-
ablemente fundamental, en el desarrollo anadido de otro de los temas centrales de la
escuela de Grothendieck.

Desde la década de los (19)80, una de las cuestiones que han suscitado mds interés
dentro de la teoria de los haces perversos ha sido su descripcién explicita, ya sea en
términos de diagramas de espacios vectoriales o por cualquier otro medio que permita
realizar cdlculos de manera efectiva. Los trabajos [43], [65], [57], [149], [150], [59],
[105], [107], [108], [151], [106], [153], [58], [20], [158] entre otros, contienen aportaciones
en este sentido.

En la tesis [71] se desarrolla el punto de vista de [153] en el contexto general del
“pegamiento” de t-estructuras.

4.5 El complejo de irregularidad de Mebkhout

Dado un D x-médulo holénomo M y una hipersuperficie Y C X, la obstruccién para
la regularidad de M a lo largo de Y (ver def. 18) se encuentra en los iltimos términos

240. Gabber se descolgé del proyecto a tltima hora, aunque es posible que su contribucién real
tuviera al menos el mismo peso que la del resto de los firmantes. Ver a este respecto el primer parrafo
de la introduccién del [7].

25Las nociones de “puro” y “mixto” son las que hacen referencia a los valores propios de los iterados
del morfismo de Frobenius. Ver para més detalles [48].
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de los triangulos:

(DRM[xY))|ly — (Rj.j* DRM)|y — Q = (RTy DRMY])|y[+1] =5,
Sol(M)|y — Sol(RTy M)y — Q' = Sol(M[xY])[y [+1] *5,

+1

SOZ(M)|Y i R HOmDX (M7 OxTy)|Y - Q” - R HomDX (M7 OXTY/OX)|Y —_— .

Por el teorema de dualidad local 17 y la bidualidad de los complejos constructibles,
se tiene un isomorfismo Qv ~ Q’.

Los dos ultimos tridngulos estédn relacionados a través del isomorfismo Q' ~ Q"
proveniente de O y4y =~ R Homg (RT[y10x,0x) ([125, chap. II, prop. 6.1], [134]).

El teorema siguiente es el resultado fundamental de [136].

Teorema 22 En las condiciones anteriores, los complejos Q' y Q" son haces perver-
508.

El teorema anterior motiva la definicién siguiente:

Definicién 23 El complejo de irregularidad de M a lo largo de la hipersuperficie Y,
notado Irry (M), estd definido por: Irry (M) = (RTy DRM[xY )|y [+1] y por tanto
se encuentra en el tridngulo:

(DRM[xY])|ly — (Rj.j* DRM)|y — Irry (M) =5 |

El teorema 22 y la teorfa general de las t-estructuras desarrollada en [7] han permi-
tido a Mebkhout [135] dar una prueba del teorema de comparacién de Grothendieck
(15) y del problema de Riemann-Hilbert 19, pasando por el teorema de existencia de
Riemann en el sentido de [44], sin usar la resolucién general de singularidades. En el
primer caso tan s6lo es necesario apelar al caso elemental de las curvas planas, y en
el segundo a la resolucién de las superficies de Jung.

En el mismo orden de ideas, en [135] también se da una prueba del teorema de
Kashiwara sobre la racionalidad de los ceros del polinomio de Bernstein-Sato (ver
2.5.2) basada en el teorema de la monodromia de singularidades de hipersuperficies
complejas arbitrarias?® y en la teorfa de la V-filtracion (ver la seccién 6.5).

5 9 *°-mddulos

5.1 El haz de los operadores diferenciales de orden infinito

Dada una variedad analitica compleja X, la convergencia uniforme sobre los com-
pactos dota al haz de las funciones holomorfas Ox de una estructura natural FNS

26 Aunque las primeras pruebas de este teorema también usaban la resolucién de singularidades
(cf. [94]), en [100] se da una prueba que la evita.
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(Fréchet nuclear Schwartz). Las desigualdades de Cauchy muestran que los operadores
diferenciales lineales son endomorfismos continuos respecto de dicha estructura. Se
tiene pues Dx C Homtope(Ox,0x).

La prueba de la siguiente proposicién puede encontrarse en [134] o [143].

Proposicién 24 Sea (U;zx) una carta local de X y sea P : Ox — Ox un endomor-

fismo continuo. Entonces existen unas funciones holomorfas dnicas an € Ox(U),
(07

0 . . .
a € N, tales que P = Z Ga— con lim| | oo [@a (2)[TT = 0 uniformemente sobre
o!
aeNn
cada compacto de U, o de manera equivalente, la funcion ) yn aa(g)éo‘ es holo-

morfa en U x C".

La definicién original del haz de los operadores diferenciales (lineales) de orden
infinito D se encuentra en [170]. No obstante, la escritura local probada en loc. cit.
y la proposicién anterior nos permiten adoptar la siguiente definicion.

Definicién 25 El haz de los operadores diferenciales (lineales) de orden infinito
D sobre X es el haz de los endomorfismos continuos del haz estructural: DY =
Homtope(0x,0x).

Pocas propiedades de finitud son conocidas para DS. No obstante, hay una propiedad
algebraica fundamental con importantes consecuencias para la teoria:

Teorema 26 [170] La extension Dx C DY es fielmente plana a la izquierda y a la
derecha.

La prueba original del teorema anterior en [170] utiliza métodos microlocales. En
[143] se encuentra una prueba de dicho resultado basada en la existencia de una
estructura topoldgica FNS sobre DY, que lo hace aparecer como el completado de
Dx, y para la que la division de gérmenes de operadores diferenciales de orden finito
[21], [34], [35] es continua (ver también [75]).

5.2 El teorema de bidualidad local de Mebkhout

Si M es un Dyx-médulo (a la izquierda) arbitrario, disponemos de un morfismo
canénico de “bidualidad”

M — R Homg, (R Homo (M, 0x),0x). (16)

Notemos M*>® = DF ®p, M. Puesto que DF es plano sobre Dx y que Ox es
también un DF-mddulo, se tiene que R Homp, (M,0x) = R Hompse (M*>,0x), y
por tanto deducimos otro morfismo de “bidualidad”

M — R Homcy (R Hompe (M™,0x),0x) = R Homc (R Homp (M, 0x), 0x).
(17)
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Es claro por tanto que, excepto en casos triviales como M = O, el morfismo (16)
no es un isomorfismo. Sin embargo, se tiene el siguiente resultado fundamental [125],
[129]:

Teorema 27 En las condiciones anteriores, si M es un D x-mddulo holonomo, en-
tonces el morfismo de bidualidad (17) M>* — R Homc, (R Homo, (M, 0x),0x) es
un isomorfismo.

El teorema anterior permite dar otra propiedad equivalente a la regularidad de la
definicién 18 en términos de los operadores diferenciales de orden infinito [129], [134,
11,2.3.1]:

Teorema 28 Dado un complejo de D x-modulos con cohomologia holonoma M y un
subespacio analitico cerrado Y C X, las propiedades siquientes son equivalentes:

1. El complejo M es regular a lo largo de Y.
2. El morfismo natural DF @ RM[*Y]| — R j.j*DF @n M es un isomorfismo.

La virtud de la propiedad 2. del teorema anterior radica en el hecho que no hace
intervenir ni el funtor Sol ni el funtor DR, y que por tanto es independiente de la
“resolucion” de los sistemas de ecuaciones diferenciales.

En [143, §5] se utiliza la estructura topolégica del haz DS para probar que la
existencia de una ecuacién funcional del tipo (12) para un generador (local) m de un
D x-mdbdulo M:

b(s)F*m = Q(s)F*Tim,

donde F' = 0 es la ecuacién (local) de una hipersuperficie Y C X, verificando la
condicién de que el grado total (en s y en las derivaciones) de Q(s) es menor o igual
que el grado del polinomio b(s), implica la propiedad 2. del teorema anterior, y por
tanto la regularidad de M a lo largo de Y.

El siguiente resultado resume los resultados de Mebkhout acerca del problema de
Riemann-Hilbert [125, chap. V], [132], [131]. Notaremos por D?(D3) la subcate-
goria de la categoria derivada Db(DC)’(O) formada por los complejos de DS -mddulos
“holénomos”.

Teorema 29 Los funtores:

Sol = R Homp . (—,Ox) : DY, (Dx) — DP,,..(Cx),

DF @y — : Dy, (Dx) — DR(DF),
S0l = R Hompee (—,0x) : D! (DY) — D%, (Cx),

cons

R Home (=, 0x) : D¢, (Cx) — Dy (DF)

cons

son (anti)equivalencias de categorias trianguladas. Ademds, los tres primeros forman
un diagrama conmutativo y los dos ultimos son casi inversos el uno del otro.
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6 Otros desarrollos de la teoria de » -mo6dulos

En esta ultima secciéon comentamos muy brevemente algunas aplicaciones de la teoria
de D-mdbdulos y algunas de sus lineas més activas en la actualidad, indicando algunas
referencias que ayuden al lector interesado.

6.1 La teoria microlocal

El propio origen de la teoria de D-mdodulos se encuentra en la conjunciéon de la teoria
clésica de los SELDP, los métodos microlocales (operadores pseudodiferenciales) y
los métodos cohomoldgicos (categorfas y funtores derivados, hiperfunciones, micro-
funciones, etc.), realizada por Sato y su escuela. La referencia base es sin duda [170].
(Ver también [88], [85], [96]).

Esta teorfa ha dado lugar a desarrollos puramente algebraicos, como [56] y [95],
credndose asi la microlocalizacion algebraica (ver [103] para una presentacién de con-
junto). También ha tenido aplicaciones al estudio de la irregularidad [97], [98]. Por
dltimo ha tenido una fuerte interaccién con la teoria de Singularidades a través de
los sistemas de Gauss-Manin [157], del formalismo de los ciclos evanescentes y las
variedades polares [102], de la geometria de los espacios conormales, o Geometria
microlocal, [176], [164, 165], [27] y de la teoria de haces [91].

6.2 La teoria de D-mddulos y las representaciones de grupos

Otra de las consecuencias de mas impacto del Problema de Riemann-Hilbert para los
maédulos holénomos fue la resolucién de la conjetura de Kazdhan-Lusztig [6], [29]. La
idea bésica de Beilinson-Bernstein en [6] es la de relacionar el dlgebra envolvente del
algebra de Lie de un grupo algebraico reductivo complejo con los operadores diferen-
ciales globales sobre la variedad de banderas. El lector interesado puede encontrar
una introduccién accesible en [8] y un tratamiento més completo en [173], [146] (ver
también [175]).

6.3 Estudio de la irregularidad de los sistemas diferenciales

Tras la resoluciéon del Problema de Riemann-Hilbert para los médulos holénomos,
uno de los campos mas inexplorados era el estudio y clasificaciéon de los SELDP
con singularidades irregulares. La semicontinuidad de la irregularidad fue estudiada
en [133]. La clasificacién local de los D-mddulos irregulares en una variable, junto
con el comportamiento de la transformacion de Fourier algebraica y el estudio del
fenémeno de Stokes se aborda en [119] (ver también [166] para un estudio parcial
del caso de la dimensién 2). La nocién de poligono de Newton (pendientes) de un
D-mébdulo se estudia en [97], [137], y en [99] se prueba que las pendientes algebraicas
coinciden con las trascendentes definidas a partir de la filtracién Gevrey del complejo
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de irregularidad Irry (def. 23)27.

6.4 Calculos efectivos en teoria de D-mddulos

La teoria de D-médulos también se ha visto influida por la presencia creciente de los
métodos efectivos y computacionales del Algebra y de la Geometria Algebraica. Asi se
ha generalizado la teoria de las bases de Grobner al caso de los anillos de operadores
diferenciales [21], [34, 35, 36]. Mads recientemente, las técnicas de divisién se han
aplicado al célculo efectivo de las pendientes del poligono de Newton [2] (ver también,
como complemento, [38], [3]). Asimismo, el libro [169] contiene nuevos desarrollos de
las aplicaciones del calculo efectivo con los anillos de operadores diferenciales.

6.5 La teoria de D-mddulos y las Singularidades

La interaccién de la teoria de D-mddulos y las Singularidades se centra principalmente
en los siguientes aspectos: la conexién de Gauss-Manin [92], [157], la relacién con el
polinomio de Bernstein (ver 2.5.2) y la V-filtracién.

En [23] se da una presentacién bastante completa acerca de la relacién entre las
singularidades y el comportamiento del polinomio de Bernstein-Sato (ver también
[24]).

La teorfa de la V-filtracién [118], [86] (ver también [144]) se ocupa de construir en
términos de D-mddulos holénomos (regulares) los haces perversos de ciclos evanes-
centes [49] (ver también [144]). Esto permite calcular algebraica y efectivamente
importantes invariantes geométricos y topolégicos de las singularidades.

En [30, 31], [32] se estudian ciertos D-médulos logaritmicos asociados a un tipo
de singularidades complejas no aisladas, llamadas divisores libres. Estos D-mddulos
estan estrechamente relacionados con el polinomio de Bernstein-Sato y codifican gran
parte de la informacién geométrica.

En relacién con los cdlculos efectivos, en [22], [109] y [156] se dan algoritmos de
calculo del polinomio de Bernstein-Sato.

6.6 La teoria de D-mddulos y la teoria de Hodge

El problema de Riemann-Hilbert permite considerar a los médulos holénomos regu-
lares como los “buenos” coeficientes para la cohomologia de de Rham de las variedades
algebraicas o analiticas complejas lisas. La existencia de la estructura adicional de
Hodge [45, 46, 47] sobre la cohomologia de de Rham con coeficientes constantes, sug-
iere la traduccion de dicha estructura sobre los mdédulos holénomos. Este punto de
vista ha sido desarrollado por M. Saito en los trabajos [167, 168]. Una presentacién
de conjunto y actualizada se encuentra en [15].

2TEsta filtracién es una generalizacién a la dimensién superior de la estudiada en [160].
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6.7 La teoria p-adica de D-mddulos

La teoria de D-mdédulos en general y la correspondencia de Riemann-Hilbert en par-
ticular han tenido una influencia decisiva en el desarrollo de la cohomologia p-adica,
iniciada en los trabajos de Dwork [51, 52, 53] y de Monsky-Washnitzer [148] (ver
también [68]).

Se han dado las definiciones de los “buenos” anillos de operadores diferenciales p-
adicos, esta vez de orden infinito [12, 13], [141, 140] y se han probado algunas de

las esperadas propiedades de conservacién de finitud sobre sus médulos [13], aunque
queda por determinar la conservacién de la holonomia por las imagenes directas.

A pesar de lo anterior, la teoria ha obtenido un notable éxito al proporcionar pruebas
de la finitud de la cohomologia de Monsky-Washnitzer (y de la cohomologia rigida
[11]) de las variedades algebraicas en caracteristica positiva [14],[39, 40, 41], [138].
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